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RESUMEN EJECUTIVO

En este trabajo se presenta el estudio del flujo granular en un reloj de arena, la se-

gregación por tamaño en un sistema sometido a vibración y la determinación de la zona de

descarga aislada, encontrada en la minerı́a subterránea.

La caracterı́stica principal encontrada en el flujo, en el reloj de arena, es la presencia

de una red de contactos intermitente, la que actúa como un mecanismo de disipación de la

energı́a cinética, acumulada durante los perı́odos de expansión, y que es capaz de controlar el

flujo de salida. A través de la velocidad se ha determinado que, el flujo a la salida del reloj se

puede ajustar mediante una curva c(r0 − rc
0)

3/2, donde c ∼
√

g/2 y rc
0 es un radio crı́tico para

el cual el sistema deja de fluir. Aunque los resultados no confirman la presencia de un arco en

caı́da libre permanente, sı́ muestran un arco promedio, cuando se toma el promedio temporal

de la red de contactos. Además, mediante el empleo de simulaciones numéricas, basadas en

el método de la dinámica de contactos, se muestra que la fricción es mucho más importante que

la restitución, como medio de disipación de energı́a.

Los resultados numéricos obtenidos para la segregación por tamaño, muestran todas

las caracterı́sticas encontradas en experimentos anteriores. También se observa que, tanto el

tiempo de ascenso del intruso como la intensidad de la convección dependen fuertemente

de la energı́a inyectada, del tamaño del intruso y de la configuración inicial del sistema de

granos.

Por último, en la determinación de la zona de descarga aislada, se ha encontrado que,

el modelo de Bergmark-Roos no tiene un fundamento fı́sico apropiado, ya que la densidad

obtenida a partir de éste, se incrementa cuando los fragmentos de roca se aproximan a la sa-

lida. Por otro lado, el modelo de plasticidad, que no presenta este problema, reproduce con

bastante aproximación, las zonas de descarga aislada, obtenidas en experimentos en laborato-

rio. Finalmente, es posible aproximar los flujos complejos, que ocurren en sistemas donde se

extrae material desde varias aperturas, ya sea en forma alternada o simultánea, mediante el
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modelo cinemático. Gracias a la linealidad de este modelo, es posible obtener el flujo total co-

mo la suma de flujos individuales, lo que simplifica de manera considerable la determinación

de la zona de descarga total.
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RESUMEN

El interés por los sistemas granulares se ha incrementado en estos últimos años, pro-

ducto de sus potenciales aplicaciones en diversas industrias, ası́ como también, por los mu-

chos fenómenos que aún no han sido explicados satisfactoriamente. Esto ha motivado el es-

tudio de tres problemas: el flujo en un sistema tipo reloj de arena, la segregación por tamaño

en un sistema granular sometido a vibración y la determinación de la zona de descarga ob-

tenida mediante la extracción por bloques, empleada en la minerı́a subterránea. Los dos pri-

meros, aunque distintos, comparten algunas ideas empleadas en los modelos utilizados en

su explicación. En el caso del reloj de arena, se ha realizado una serie de experimentos con-

trolando los parámetros macroscópicos del sistema, es decir, la longitud de la apertura del

reloj D y el ángulo de inclinación de las paredes laterales α. Se ha observado que la principal

caracterı́stica del flujo es la presencia de una red de contactos intermitente, compuesta por

cadenas extendida y arcos. Existe una alta correlación temporal entre la longitud total de las

cadenas, presentes en la red, y la velocidad vertical media del sistema. Esta longitud muestra

un aumento justo antes de que la velocidad disminuya en forma violenta y viceversa. Este

comportamiento refleja los perı́odos de dilatación y compresión, que ocurren al interior del

conjunto de granos, mientras éste se desplaza hacia la salida del reloj. Ası́, se ha interpreta-

do esta red de contactos, como un mecanismo de disipación de la energı́a acumulada en los

perı́odos de dilatación del sistema, en donde las partı́culas, al moverse libremente, aumentan

su energı́a cinética por efecto de la fuerza de gravedad. Por otra parte, el flujo de salida del

sistema ha sido descrito mediante la caracterización del campo de velocidades medio. Las

componentes de este campo pueden ser modeladas utilizando funciones armónicas simples,

que corresponden a una expansión en serie de Fourier a primer orden. De esta forma, la com-

ponente radial se representa con una función cos y la componente angular a través de una

función sin. El comportamiento radial de este campo muestra que la velocidad radial decrece

como 1/r, mientras que, la velocidad angular disminuye más rápidamente, como 1/r2. Con
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el campo de velocidades medio, descrito completamente, se obtuvo el flujo por unidad de

ángulo y de densidad en la salida del reloj. Este flujo admite un escalamiento mediante la

función c(r0 − rc
0)

3/2, con c ∼
√

g/2 y rc
0 el radio crı́tico para el cual el sistema permanece blo-

queado indefinidamente. Por otro lado, el promedio temporal de la red de contactos muestra

la existencia de un arco, que se ubica cerca de la salida y separa dos regiones, una con alta

densidad de contactos y otra libre de ellos. Este arco puede ser interpretado como un arco en

caı́da libre promedio. Aunque, se debe mencionar que los experimentos no muestran la pre-

sencia de un arco en caı́da libre permanente en las cercanı́as de la salida. El arco en caı́da libre

promedio puede ser representado mediante una curva catenaria, la que ajusta bastante bien

con un valor del parámetro k/d ∼ 4, para D/d = 5, 6, 7 y α = 40◦, donde k/d es la razón en-

tre las fuerzas horizontal y vertical sobre la curva catenaria y D es el tamaño de la apertura,

d es el diámetro de las partı́culas y α el ángulo de inclinación de las paredes. En los flujos

cuasiestáticos se observan caracterı́sticas similares al flujo gravitacional libre, con una mayor

tendencia a la formación de arcos y de cadenas extendidas. En efecto, al reducir la veloci-

dad de salida del sistema, también se reducen fuertemente las fluctuaciones del mismo. Esto

facilita tanto la formación de cadenas extendidas como de arcos, lo que explicarı́a la mayor

densidad encontrada de ellos en este caso. De manera análoga, al promediar temporalmente

la red de contactos, se observa, al igual que antes, la presencia de un arco en caı́da libre pro-

medio. Además, mediante el uso de flujos cuasiestáticos se ha observado la influencia en el

flujo, debido a la rugosidad en las paredes laterales. La principal diferencia radica en el pro-

medio temporal de la red de contactos. En el caso de paredes lisas, las partı́culas cercanas a

éstas pueden deslizar junto con las ubicadas al interior del sistema, provocando que la red de

contactos se mueva por un breve instante sin perder su estructura. En cambio, al aumentar la

rugosidad de las paredes mediante la adhesión de partı́culas semicilı́ndricas, se puede obser-

var que no existe tal deslizamiento, de tal forma que, la única opción de movimiento vertical

de estas partı́culas depende de la dilatación que sufra el conjunto de partı́culas, de manera

de permitirles pasar por sobre las partı́culas adheridas a las paredes. En consecuencia, el pro-

medio temporal de la red de contactos muestra una distribución menos homogénea y con

una mayor tendencia hacia el movimiento lateral de las partı́culas. Sin embargo, también se

han observado las dos zonas separadas por un arco, ubicado cerca de la salida, y que mues-

tran caracterı́sticas similares a las descritas anteriormente. Además, se ha encontrado que,
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el tensor de deformación de corte promedio sugiere una forma natural de construir arcos

siguiendo una de sus direcciones principales. En consecuencia, se puede suponer que el sis-

tema trata de construir arcos de esta forma los que, en general, no pueden concretarse debido

a las fluctuaciones presentes en el sistema. Estos arcos representan un arco promedio carac-

terı́stico, siendo los arcos reales fluctuaciones respecto de éste. Con el apoyo de simulaciones

numéricas, basadas en el método de la dinámica de contactos, se ha estudiado la influencia de

los parámetros microscópicos relacionados con la disipación de energı́a, es decir, la fricción y

la restitución. Se ha encontrado que, el parámetro que mayor influencia tiene, tanto sobre la

velocidad como el flujo a la salida, es la fricción. Ası́, a menor fricción más alta la velocidad,

siendo este efecto de menor tamaño en el flujo. Por otra parte, los cambios en los coeficientes

de restitución no ejercen una influencia apreciable sobre estas cantidades.

El estudio de la segregación por tamaño está sustentado, ı́ntegramente, en resultados

obtenidos mediante simulaciones, que al igual que antes, están basadas en el método de la

dinámica de contactos. Los resultados muestran que, la energı́a inyectada es una de las variables

que mayor influencia tiene sobre el ascenso del intruso, siendo menor el tiempo de ascenso

cuanto mayor es la energı́a. En cambio, cuando la energı́a inyectada es pequeña, se puede

apreciar un ascenso muy lento y discontinuo por parte intruso. Por otro lado, la penetración

del brazo de convección, generado por el movimiento vibratorio, se ve aumentada por la pre-

sencia del intruso. Sin embargo, el movimiento debido a la convección, es anulado bajo el

intruso a medida que éste asciende. Gracias al deslizamiento de las partı́culas que rodean al

intruso y a la formación de arcos bajo éste, es posible observar un ascenso discontinuo del

mismo, lo cual es confirmado por las observaciones experimentales. También se ha visto que,

el empaquetamiento inicial del sistema de partı́culas afecta el tiempo de ascenso del intruso.

En efecto, cuando se tiene una configuración inicial de tipo hexagonal compacta, el tiempo de

ascenso se ve reducido drásticamente en comparación con una configuración inicial desorde-

nada. En cuanto al tamaño del intruso, se observa que a mayor tamaño menor es el tiempo de

ascenso. Por último, si el contenedor es demasiado grande no es posible observar el régimen

de ascenso discontinuo. Esto sugiere un tamaño óptimo del contenedor para la generación de

este tipo de ascenso. Por otra parte, los resultados muestran que ambos mecanismos, de arcos

y por convección están presentes en forma simultánea, siendo más importante el mecanismo

de arco, sólo cuando el intruso se aproxima al brazo de convección. Una vez que el intruso es

FRANCISCO VIVANCO A.



FLUJOS EN MEDIOS GRANULARES SECOS

atrapado por el brazo de convección, el mecanismo de arcos desaparece completamente.

Finalmente, se presenta un capı́tulo en donde se han aplicado los modelos de plastici-

dad y cinemático a la determinación de la zona de descarga, obtenida mediante el método de

excavación por bloques empleado en la minerı́a subterránea. Estos modelos son comparados

con el modelo de Bergmark-Roos, considerado en la actualidad como el más apropiado para

la descripción de esta zona. Se ha encontrado que, el modelo de Bergmark-Roos presenta un

incremento en la densidad a medida que los fragmentos de roca se aproximan a la apertura.

Por otro lado, la zona de descarga aislada obtenida mediante el modelo de plasticidad, es más

ancha y de menor altura que la obtenida a través del modelo de Bergmark-Roos. Además, el

modelo de plasticidad resulta ser muy poco sensible al tipo de dependencia angular con-

siderada para la velocidad. No ası́ con respecto a la dependencia radial, la cual es mucho

más fuerte. Por otra parte, la zona de descarga obtenida mediante la extracción simultánea,

a través de múltiples aperturas, puede ser aproximada a primer orden mediante el modelo

cinemático. Aprovechando de esta manera, la linealidad de este último. Ası́, la zona de des-

carga total será la suma de las zonas de descarga individuales. En el caso de extracciones

alternadas, es decir por una apertura a la vez, existe una complicación adicional. En efecto,

luego de obtener la zona de descarga aislada para la primera apertura que entra en operación,

es necesario delimitar la zona de movimiento abarcada por esta extracción. De esta forma, se

determina la localización de todos los fragmentos que, luego de esta primera extracción, lle-

garán a ubicarse dentro de los lı́mites de la zona de descarga aislada, correspondiente a la

siguiente apertura que entrará en operación. Esta aproximación puede ser corregida median-

te métodos de perturbación. En conclusión, es posible caracterizar todo tipo de formas para

la zonas de descarga, ya sean simultáneas o alternadas, a través de la determinación de la

zona de descarga aislada por una sóla apertura.
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LISTA DE SÍMBOLOS

µ coeficiente de fricción

ρn coeficiente de restitución normal

ρt coeficiente de restitución tangencial

~v−i velocidad antes de una colisión

~v+
i velocidad después de una colisón

~ω−
i velocidad angular antes de una colisión

~ω−
i velocidad angular después de una colisión

vn−
i , vt−

i componentes normal y tangencial de la velocidad antes de una colisión

vn+
i , vt+

i componentes normal y tangencial de la velocidad después de una colisión

mi masa de la partı́cula i-ésima

ri radio de la partı́cula i-ésima

Ii momento de inercia de la partı́cula i-ésima

~Rn
ik impulso normal producido por el choque entre las partı́culas i-ésima y k-ésima

~Rt
ik impulso tangencial producido por el choque entre las partı́culas i-ésima y k-ésima

mn
ik masa reducida normal

mt
ik masa reducida tangencial

vn
ij componente normal de la nueva velocidad relativa

vt
ij componente tangencial de la nueva velocidad relativa

An
ij, A

t
ij efecto de las partı́culas no involucradas directamente en la colisión

d diámetro de los cilindros fotoelásticos
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D longitud de la apertura del reloj en Cap. 3,

diámetro de la partı́cula grande (intruso) en Cap. 4

η razón entre D y d

α ángulo de inclinación de las paredes del reloj

〈vy〉~x promedio espacial de la componente vertical de la velocidad

H altura del campo visual

k/d razón entre las fuerzas horizontal y vertical sobre la catenaria

W razón de flujo de masa

rc
o radio crı́tico

Dc ≡ δd Longitud crı́tica de la apertura del reloj

θP dirección de los ejes principales

en el tensor de razón de deformación de corte promedio

f frecuencia de oscilación del contenedor

A amplitud de oscilación del contenedor

Γ razón entre la amplitud de la aceleración del contenedor

y la aceleración de gravedad

J+ flujo de masa ascendente

J− flujo de masa descendente

vint
arcos velocidad del intruso en el regimen de arcos

vint
conv velocidad del intruso en el regimen convectivo

θG ángulo máximo permitido para las partı́culas

Ω0 volumen de la zona de descarga

θw ángulo de las paredes en un contenedor cónico

DP coeficiente de difusión

Q razón de flujo seccional en dos dimensiones y volumétrico en tres dimensiones

~vQ0i
campo de velocidades producido por una apertura aislada

idr0 zona de descarga aislada centrada en 0

idrL zona de descarga aislada centrada en L

idrL→0(tL) zona de descarga aislada centrada en L

representada en términos de las coordenadas centradas en y = 0
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CAPÍTULO 1: INTRODUCCIÓN

La materia granular está presente en muchos de los procesos industriales utilizados

en la actualidad, en áreas tan importantes como la minerı́a, la agricultura y la industria far-

macéutica [1, 2]. Por ejemplo, el transporte y manejo de rocas en la minerı́a, la mezcla ho-

mogénea y precisa de distintos materiales particulados, para formar los medicamentos en

tableta y el almacenamiento de las cosechas de granos en la agricultura, son sólo algunos

de los aspectos en donde están presentes los materiales granulares. Dentro de los problemas

industriales relevantes, que aún no tienen una solución apropiada, se encuentra el mezcla-

do de material granular. Aunque existen diversos métodos para mezclado [3], cada uno de

ellos proporciona distintos resultados, dependiendo de la situación en la que sean emplea-

dos. Por otra parte, la obtención de resultados apropiados a pequeña escala, no asegura que

sean reproducibles a escala industrial. Todas estas dificultades se traducen en mayores costos

de producción. Esto ha hecho que las investigaciones relacionadas con este tema, se hayan

transformado en una importante y muy dinámica rama de la ingenierı́a. El interés en los me-

dios granulares no sólo está motivado por su importancia económica, sino que también, se

pueden encontrar diversos fenómenos interesantes desde el punto de vista cientı́fico, tales

como, la convección [4–6], las ondas de superficie [7], las ondas de choque [8], la propagación

y fluctuación de fuerzas y esfuerzos [9–15] y la propagación de sonido [16–19].

Un material granular es una colección de partı́culas que interactúan elásticamente en-

tre sı́, cuyo tamaño tı́pico se encuentra por sobre 1µm, bajo este valor la agitación térmica

se vuelve importante. Por lo general, estas partı́culas están rodeadas de algún fluido, usual-

mente aire, el que puede jugar un papel relevante en la dinámica del sistema. Tal es el caso

del viento en la playa, que levanta los granos de arena y permite la formación de dunas a

través de un proceso conocido como saltación. La interacción disipativa entre las partı́culas

hace que la materia granular permanezca en un estado de permanente reposo, en ausencia

de inyección de energı́a. El desorden espacial, junto al denso empaquetamiento presente en
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la materia granular, conduce a la formación de complejas redes de esfuerzos en su interior,

ver Fig.1.1

Figura 1.1. Red de contactos al interior de un sistema granular.

Una caracterı́stica importante de los medios granulares es la forma en que se comportan, es-

tos pueden fluir al igual como lo hace un lı́quido o bien comportarse como un sólido, por

ejemplo, un vehı́culo puede moverse sobre la arena de una playa sin hundirse completa-

mente. Esta dualidad ha sido una de las principales dificultades encontradas para avanzar

en su entendimiento. Muchas de las situaciones prácticas, en las que los sistemas granulares

se comportan como fluidos, pueden ser abordadas utilizando descripciones de tipo hidro-

dinámico [20–23]. Sin embargo, existen otros casos en los que la dinámica está fuertemente

afectada por las interacciones entre los granos, formando redes de contactos que facilitan la

propagación de todo tipo de perturbaciones al interior del sistema, ejemplos de estos com-

portamientos pueden ser observados en una capa de arena sometida a vibración [6, 24–26],

en estratificación [27], en flujos de superficie y en flujos en silos de descarga [20–22, 28].

Cuando la escala de longitud tı́pica del sistema, por ejemplo el diámetro de salida de

un silo, es mucho mayor que el tamaño de los granos, las fluctuaciones en la velocidad son
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mucho menores que el valor promedio [29], lo cual permite describir al sistema mediante

modelos hidrodinámicos. En cambio, cuando estas longitudes son comparables entre sı́, las

fluctuaciones en la velocidad son del orden del valor medio [2] y la dinámica está dominada

por la red de interacciones que se forma al interior. Estas fluctuaciones se observan claramente

en los flujos de tipo Couette [30].

Varios modelos basados en descripciones continuas hidrodinámicas y cinéticas [5, 23,

31–39] y discretos; probabilı́sticos y de redes [40–42], han sido desarrollados principalmente

para los sistemas granulares a escala macroscópica. En cambio, los sistemas donde las fluctua-

ciones son del orden de los promedios, han sido abordados mediante el uso de simulaciones

numéricas [40,43–47]. En ambos casos, se han obtenido resultados cualitativamente correctos,

los que reflejan parte de los comportamientos observados en los experimentos. Sin embargo,

existen fenómenos importantes, tales como la transición de un estado sólido a uno fluido, el

estancamiento de flujos particulados en tuberı́as y silos de descarga y la generación de ondas

de superficie, los que aún no han sido entendidos completamente.

En los capı́tulos subsiguientes se presenta el estudio de dos fenómenos de particular

importancia en los medios granulares, no sólo desde el punto de vista fundamental, sino que

también por sus potenciales aplicaciones industriales. Los fenómenos a los que se hace refe-

rencia son; el flujo de granos en una geometrı́a de reloj de arena y la segregación de partı́culas

por tamaño, ambos confinados a dos dimensiones. Estos fenómenos, aunque parecen no te-

ner mucho en común, comparten en sus modelos matématicos un mismo concepto, los arcos.

Efectivamente, en el caso de los flujos, las primeras teorı́as suponı́an la existencia de un arco

en caı́da libre, capaz de controlar el flujo de salida del sistema, dando de esta forma una ex-

plicación al hecho de que, en estas configuraciones, el flujo de salida es independiente de la

altura de la columna de granos, ver por ejemplo la Ref. [2]. Por otra parte, una explicación

reciente del proceso de segregación por tamaño, introducida por Duran et al [48], considera la

existencia de arcos de soporte los que, junto con el deslizamiento de las partı́culas circundan-

tes, serı́an los causantes del ascenso discontinuo de las partı́culas de mayor tamaño, cuando

éstas se encuentran fuera de la región afectada por la convección. El estudio de los flujos

será principalmente de carácter experimental, apoyado por resultados numéricos, referidos

al comportamiento del sistema ante cambios en los parámetros microscópicos, relacionados

con la disipación de energı́a. En cambio, la segregración por tamaño estará ı́ntegramente
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basada en resultados provenientes de simulaciones numéricas. En ambos casos, las simula-

ciones numéricas estarán basadas en el método de la dinámica de contactos, desarrollado por

Moreau y Jean, ver Ref. [49]. Asociado a estos fenómenos, también, se encuentra una aplica-

ción de gran interés práctico, la que está relacionada con la extracción de material desde una

mina subterránea, mediante la técnica de excavación por bloques, en donde es fundamental

la descripción del flujo gravitacional del mineral. Ası́, se presenta un capı́tulo relacionado

con la descripción del flujo de mineral por efecto de la gravedad, empleando los modelos de

plasticidad y cinemático, los que son contrastados con el modelo de Bergmark-Roos, consi-

derado en la actualidad, como el más ampliamente aceptado para la descripción de la zona

de descarga aislada.

El trabajo está estructurado de la siguiente forma: en el capı́tulo 2 se presenta en pri-

mer lugar, un breve resumen de los métodos que han sido utilizados en la simulación de

sistemas granulares, para luego introducir el método de la dinámica de contactos. A continua-

ción, en el capı́tulo 3, se presenta el estudio del flujo de un conjunto de granos cilı́ndricos,

en un sistema con geometrı́a tipo reloj de arena, confinado a dos dimensiones. El sistema

será caracterizado a través del campo de velocidades medio, observando experimentalmen-

te, el efecto producido por el cambio en los parámetros macroscópicos y numéricamente en

el caso de los parámetros microscópicos. Más adelante, en el capı́tulo 4 se presenta el estudio

mediante simulaciones numéricas del fenómeno de segregación por tamaño, en un sistema

bidimensional sometido a vibración vertical. Por último, en el capı́tulo 5 se aplican los mode-

los de plasticidad y cinemático al estudio del flujo gravitacional de mineral, encontrado en la

minerı́a subterránea.
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CAPÍTULO 2: DINÁMICA DE CONTACTOS

En este capı́tulo se presentará una breve revisión de los métodos numéricos utilizados

en los sistemas granulares. Además, se describirá el método de La Dinámica de Contactos, el

que será la principal herramienta utilizada en el estudio numérico del flujo granular y la

segregación.

2.1. Introducción

La utilización de métodos de simulación numérica, aplicada al estudio de sistemas

granulares, fue introducida por Cundall [40,43] a principios de la década de los setenta. Des-

de entonces, se han desarrollado y aplicado diversos métodos de simulación a la descripción

de los distintos fenómenos observados en estos sistemas, como por ejemplo los flujos gravi-

tacionales, la segregación por tamaño y las avalanchas. Por otro lado, distintas técnicas de

optimización han sido aplicadas, en función de las caracterı́sticas del sistema. Esto es, si el

flujo es rápido o lento, o si el sistema es diluido (gases granulares) o denso (flujos gravita-

cionales). Dentro de los factores que han impulsado su aplicación a los medios granulares, se

encuentran la mayor capacidad de cálculo computacional, el menor costo de los equipos y la

mejora sustancial en los algoritmos utilizados. Esto se ha visto reflejado en el incremento y la

complejidad de las investigaciones realizadas.

Los métodos que se serán vistos más adelante no son de aplicación exclusiva a los

medios granulares, sino que, su utilidad abarca el estudio de sistemas de estructuras [50], la

simulación de sistemas geodinámicos [51] o incluso el estudio de huesos y ligamentos [52].

En general, los métodos de simulación utilizados en sistemas granulares, pueden ser

clasificados en dos grandes grupos; los basados en el modelo Lagrangiano y los basados en

el modelo Euleriano. O equivalentemente, modelos discretos y continuos. Dentro de ambos

grupos es posible encontrar diversos métodos, los que varı́an según las aproximaciones y
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técnicas utilizadas. Por otro lado, también existen métodos que no pueden ser clasificados

dentro de estos grupos. Tales métodos están basados en objetos que se mueven e interactúan

entre sı́, sujetos a ciertas reglas simples y que no hacen referencia al detalle de la dinámica del

sistema. Estos son métodos basados en redes, ver por ejemplo los autómatas celulares [53,54] y

la aproximación de camino aleatorio [42]. A continuación se presenta una breve reseña acerca

de los métodos numéricos que han sido aplicados al estudio de los medios granulares.

2.1.1. Métodos basados en el modelo Lagrangiano (modelos discretos)

En los métodos basados en el modelo Lagrangiano la naturaleza de los elementos que

componen el sistema es considerada discreta. Esto es, los elementos no poseen ningún tipo

de conexión entre sı́ que los mantenga unidos, interactuando sólo a través de colisiones. Estos

métodos exigen la determinación de la trayectoria de cada una de las partı́culas y suponen

que, en las colisiones, tanto el momentum lineal como el angular son conservados. Por otra

parte, los efectos disipativos son introducidos a través de distintos mecanismos, siendo uno

de los más utilizados, la adopción de coeficientes de roce y de restitución. Algunos de los

métodos que se encuentran en esta categorı́a son:

El Método de Elementos Discretos, también conocido como Método de Partı́culas Discretas o

Método de Elementos Distintos (DEM por sus siglas en inglés) [47, 55].

Dinámica Molecular (DM) [56, 57].

El método conducido por eventos, Event Driven (ED) [58–61].

La dinámica de Contactos (CD) [49].

Simulación Directa con Monte Carlo (DSMC) [62–64].

Simulación Hı́brida con Monte Carlo (HSMC) [65].

Estos métodos presentan varias ventajas; son capaces de describir una gran variedad de

fenómenos fı́sicos, pueden manejar partı́culas de diferentes formas y tamaños e incluir di-

versas interacciones a través del uso de potenciales, como por ejemplo el potencial de inter-

acción de Van der Waals. Son métodos apropiados para la descripción de sistemas discretos

o con partı́culas de gran tamaño. Sin embargo, no es posible modelar sistemas granulares
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que involucren la interacción con fluidos. En el caso de sistemas extremadamente densos el

costo computacional puede llegar a ser prohibitivo. Tampoco es posible modelar sistemas

hiper estáticos, debido principalmente a la presencia de pequeñas velocidades remanentes.

Aunque tal vez, lo más crı́tico sea que, en algunas aplicaciones industriales, los resultados

obtenidos distan demasiado de la situación real.

2.1.2. Métodos basados en el modelo Euleriano (modelos continuos)

Los métodos basados en el modelo Euleriano, fueron originalmente desarrollados en

la implementación de una dinámica de fluidos computacional, a principio de los años 50. Des-

de entonces, se han desarrollado diversos programas computacionales de carácter comercial,

basados principalmente en las técnicas de elementos y volúmenes finitos. Como resultado del

éxito obtenido por estos métodos en la descripción de los fluidos, comenzaron a ser aplica-

dos a otros campos, como el de la ingenierı́a mecánica y los sistemas granulares. La principal

suposición utilizada en los métodos Eulerianos, es la homogeneidad espacial del sistema en

estudio. Si por ejemplo, se desea modelar un fluido con múltiples fases, es necesario intro-

ducir un modelamiento matemático adicional, complejo, para cada una de las fases dentro

del sistema. Otro aspecto importante presente en los sistemas Eulerianos, es la necesidad de

dividir el sistema de coordenadas mediante una grilla, la que puede permanecer fija durante

todo el proceso, o bien ser adaptada dinámicamente. En general, se puede distinguir dos si-

tuaciones, una en la que la grilla debe ser construida al comienzo del proceso, situación que

implica conocer todas las superficies libres del fluido. Esto hace que, en algunos casos, el mo-

delamiento numérico sea prácticamente imposible. Y otra, basada en el concepto de campo

de fase (phase-field), en donde las superficies libres son modeladas mediante un valor parti-

cular de este campo, ver por ejemplo Ref. [66]. La aplicación de estos modelos a los sistemas

granulares, requiere de la incorporación de ecuaciones de conservación para la masa, el mo-

mentum y la energı́a, tanto para el medio granular como para el fluido intersticial, si éste

está presente. Además, de una relación de clausura para el esfuerzo de corte. Si por otro lado,

el sistema consiste de varias clases de partı́culas, estas ecuaciones deben ser formuladas para

cada una ellas. En cambio, la presión es representada a través de una ecuación de estado.

Por otro parte, también se han hecho esfuerzos por desarrollar una teorı́a cinética del flujo

granular [32]. Generalmente, las teorı́as cinéticas desarrolladas son capaces de describir siste-
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mas con partı́culas de un mismo tamaño. Aunque, se han desarrollado extensiones a mezclas

granulares binarias [67], para describir el fenómeno de segregación por tamaño. Uno de los

problemas que ha sido detectado en las teorı́as cinéticas, es la anulación del esfuerzo de corte

cuando el sistema granular alcanza un estado de reposo [68]. Algunos de los métodos que

están basados en el modelo Euleriano son los siguientes:

Métodos basados en mallas sin necesidad de un fundamento fı́sico

• Método de elementos finitos [69, 70].

• Método de volúmenes finitos [71].

Métodos basados en teorı́as fı́sicas

• Métodos tipo hidrodinámicos [72].

• Métodos basados en teorı́a cinética [34].

En general, los métodos basados en el modelo Euleriano, además de permitir la obtención de

predicciones cuantitativas, son capaces de describir fases sólidas y lı́quidas simultáneamen-

te, y poseen el potencial para ser aplicados a situaciones fuera de equilibrio. Dentro de las

desventajas se puede mencionar que, estos métodos sólo pueden representar las caracterı́sti-

cas fı́sicas del sistema en términos de promedios, con lo cual el detalle de las colisiones no

está contenido en las ecuaciones que representan los campos y, por lo tanto, no es posible

caracterizar los efectos generados por los arcos, o los debido a efectos producidos a escala

microscópica.

2.1.3. Métodos basados en redes

Existe un tercer grupo de métodos que ha sido aplicado al estudio de los sistemas

granulares. En éstos, la posición espacial de las partı́culas está determinada por una red sub-

yacente. Además, los movimientos son representados a través de saltos entre sitios vecinos,

ubicados dentro de esta red, los que dependen de una cierta probabilidad definida de ante-

mano. Por otro lado, todos los vectores de velocidad poseen las misma magnitud, estando

su orientación restringida a algunos valores dentro de un conjunto discreto de posibilidades,

el que depende de la geometrı́a de la red utilizada. La interpenetración entre partı́culas es
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evitada impidiendo que dos de ellas ocupen un mismo sitio en la red simultáneamente. Las

colisiones, la fricción y la rugosidad se modelan mediante la introducción de reglas, como por

ejemplo, una probabilidad de captura basada en la velocidad de la partı́cula, para representar

la fricción. Es decir, si la probabilidad de saltar es menor que un cierto valor umbral, enton-

ces la partı́cula queda atrapada en el sitio. Algunos de los métodos que han sido aplicados al

estudio de los medios granulares son los siguientes:

Autómatas celulares [53, 54].

LGA, Lattice Gas Automata [41, 73–76].

LBM, Lattice Boltzmann Models [77].

Métodos de camino aleatorio (Random-walk) [42].

Aunque, estos métodos incluyen reglas que no necesariamente tienen relación con los

fenómenos fı́sicos involucrados, en cierta forma, son capaces de reflejar el comportamiento de

un sistema granular con bastante aproximación. Dentro de sus ventajas se puede mencionar

que, su implementación es muy sencilla y pueden ser aplicados tanto a situaciones dinámicas

como estáticas. Por otro lado, sus desventajas incluyen el no poder incorporar en detalle la

fricción ni la rugosidad, la limitación en las orientaciones que puede tomar la velocidad y

el tratar sólo una colisión por vez. Tampoco es posible incluir fluidos en la descripción del

sistema. Sin embargo, la mayor crı́tica que reciben estos métodos, es el hecho que no necesa-

riamente están basados en principios fı́sicos, dificultando, de esta manera, la interpretación

de los resultados.

2.2. Dinámica de contactos

El método de la dinámica de contactos fue desarrollado por Moreau y Jean [49] durante

los años 80, con el fin de enfrentar el problema de las irregularidades matemáticas encontra-

das al modelar sistemas mecánicos, en los cuales se toma en cuenta la restricción de mútua

impenetrabilidad de las partı́culas. Esta restricción genera saltos en el valor de la velocidad,

cada vez que ocurren colisiones entre partı́culas, lo que se traduce en discontinuidades en las

aceleraciones. A diferencia de otros métodos, como el de elementos discretos o el de dinámica
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molecular, que resuelven este problema regularizando matemáticamente el sistema a través

de la definición de una fuerza de interacción, la dinámica de contactos trata el sistema a nivel

de las velocidades, evitando de esta forma, la introducción de una ley de interacción. Este

método consiste en determinar, las velocidades y reacciones después de una colisión, a partir

de las velocidades y reacciones conocidas, antes de dicha colisión, de manera tal de satisfacer

en forma simultánea, la conservación del momentum total y las leyes de contacto, las que

tienen relación con la impenetrabilidad de las partı́culas y la fricción mutua entre ellas.

Figura 2.1. Gráfico de Signorini también conocida como condición de unilateralidad en el

modelo de partı́culas duras.

2.2.1. Leyes de contacto

Dos leyes de contacto son necesarias en el modelo de partı́culas duras [45]: la con-

dición de unilateralidad y la ley de fricción de Coulomb. La condición de unilateralidad,

representada a través del gráfico de Signorini, expresa la condición necesaria para prevenir

la interpenetración de las partı́culas involucradas en una colisión. De esta forma, cuando la

velocidad relativa normal vn
rel es positiva, la reacción normal N es nula. Es decir, cuando las

partı́culas no se tocan no existe reacción normal. Por el contrario, si las partı́culas están en

contacto, la velocidad relativa normal es cero y la reacción normal toma un valor lo suficien-
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temente alto de manera de impedir la interpenetración, ver Fig. 2.1. Por otro lado, la ley de

fricción de Coulomb, representa la fuerza de roce que resiste el deslizamiento mutuo entre

las partı́culas que colisionan. De esta forma, si la velocidad relativa tangencial vt
rel es distinta

de cero aparece una fuerza |T | = µN , que resiste el deslizamiento. Mientras que, cuando la

velocidad relativa tangencial es nula, el valor de esta fuerza se encuentra en el intervalo de-

finido por −µN ≤ T ≤ µN , donde µ representa el coeficiente de roce caracterı́stico para las

partı́culas y N la fuerza de reacción normal.

Figura 2.2. Ley de fricción de Coulomb. La fuerza de fricción que se opone al deslizamiento

es proporcional a la fuerza normal N ejercida durante la colisión.

2.2.2. Colisiones

En sistemas con un gran número de partı́culas, confinadas en una región finita del

espacio, los contactos entre aquellas pueden ser destruı́dos y creados muchas veces durante

la evolución del sistema, dando origen a cambios repentinos en la velocidad de las partı́culas,

no sólo en las zonas cercanas al evento, sino que también en lugares apartados de éstas, lo que

se traduce en interacciones de carácter no local. Por lo tanto, cualquier perturbación al interior

del sistema puede ser propagada a cualquier punto de éste, o bien al sistema en su totalidad.

Es claro que, mientras más rı́gidas sean las partı́culas más violentos serán los cambios en la
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velocidad, haciendo que las fuerzas de contacto alcancen valores muy altos. En el lı́mite en

que las partı́culas son perfectamente rı́gidas, los cambios en las velocidades son discontinuos.

Esta es la razón principal por la que, en los métodos que resuelven las ecuaciones de Newton,

es necesario introducir una regularización. Esto se traduce en la incorporación de una ley de

interacción, que de cuenta de las fuerzas involucradas en las colisiones.

Como el método de la dinámica de contactos describe el sistema a nivel de las veloci-

dades, no es necesario entonces, la incorporación de una ley de interacción que describa las

colisiones entre partı́culas. Sin embargo, aún subsiste una dificultad, la que se relaciona con

la forma en la cual están conectadas las velocidades antes y después de una colisión. Moreau

y Jean [49] han solucionado este problema introduciendo unas nuevas velocidades, construi-

das promediando en forma ponderada las velocidades antes y después de una colisión. Ası́,

estas nuevas velocidades vienen dadas por:

vn
i =

1

1 + ρn

vn+
i +

ρn

1 + ρn

vn−
i (2.1)

vt
i =

1

1 + ρt

vt+
i +

ρt

1 + ρt

vt−
i , (2.2)

donde ρn y ρt ∈ [0, 1] son los denominados coeficientes de restitución normal y tangencial,

vn−
i , vt−

i y vn+
i , vt+

i las componentes normal y tangencial de la velocidad antes y después de la

colisión respectivamente.

2.2.3. Ecuaciones de transferencia

Las ecuaciones de transferencia nos permiten relacionar las fuerzas de reacción normal

y tangencial, en el punto de contacto entre dos partı́culas, con el resto de las fuerzas que están

actuando sobre ellas, en un mismo instante. La intersección entre las ecuaciones de transfe-

rencia y las leyes de contacto ocurre en un único punto, ver Figs. 2.3 y 2.4, lo que permite

remover la degeneración contenida en estas leyes y encontrar los valores de la velocidad y

las fuerzas de reacción. Para determinar las ecuaciones de transferencia se debe escribir las

ecuaciones de conservación del momentum lineal y angular. De esta forma, en un sistema

homogéneo compuesto de discos bidimensionales, se tiene que, para la partı́cula i- ésima en

contacto con un conjunto de partı́culas etiquetadas por k, los momentos lineal y angular se

escriben como:
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mi(~v
+
i − ~v−i ) =

∑
k

(
~Rn

ik + ~Rt
ik

)
(2.3)

Ii(~ω
+
i − ~ω−

i ) =
∑

k

~ri × ~Rt
ik, (2.4)

donde mi es la masa de la partı́cula, Ii su momento de inercia y ri su radio. Las velocida-

des lineal y angular están representadas por ~vi y ~ωi respectivamente. El superı́ndice − indica

el estado antes de la colisión y el superı́ndice + el estado después de la colisión. Por otro

lado, ~Rn
ik y ~Rt

ik, son los impulsos producidos por las fuerzas de impacto que ocurren du-

rante las colisiones, proyectadas en sus componentes normal y tangencial respectivamente.

La dirección normal está determinada por la lı́nea que une los centros de las partı́culas que

colisionan. Mientras que, la dirección tangencial se orienta perpendicular a esta última. De

manera análoga se puede escribir las ecuaciones para la partı́cula j- ésima en contacto con las

partı́culas de ı́ndice l. Finalmente, introduciendo las velocidades propuestas por Moreau y

Jean, Ecs. 2.1 y 2.2 y despejando los impulsos normal y tangencial, para la interacción entre

las partı́culas i y j, se obtienen las ecuaciones de transferencia1, las que vienen dadas por:

Rn
ij = mn

ij(1 + ρn)vn
ij + An

ij

Rt
ij = mt

ij(1 + ρt)v
t
ij + At

ij. (2.5)

donde mn
ij , mt

ij son las masas reducidas normal y tangencial, vn
ij , vt

ij las velocidades pondera-

das relativas y An
ij y At

ij los términos que contienen el efecto del resto de partı́culas involucra-

das en la colisión y que están en contacto, ya sea, con la partı́cula i, la j o bien ambas. Estos

términos pueden ser considerados como un campo medio producido por las partı́culas que

rodean a las consideradas directamente en la colisión. Se debe mencionar que, los términos

An
ij y At

ij son independientes de vn
ij y vt

ij y de Rn
ij y Rt

ij . Entonces, las ecuaciones de transfe-

rencia, relacionan las fuerzas entre las partı́culas i y j con el resto de fuerzas que actúan sobre

ellas. Nótese que, las reacciones Rn
ij y Rt

ij son funciones lineales de las velocidades vn
ij y vt

ij , en

el espacio n-dimensional determinado por el número de contactos activos. En consecuencia,

las ecuaciones de transferencia pueden ser representadas como lı́neas rectas, en este espacio

de dimensión n, en función de las velocidades relativas. Ası́, al graficarlas junto con las leyes

1Para los detalles algebraicos véase el apéndice A.
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de contactos, es posible obtener una solución única para el sistema de ecuaciones 2.5, me-

diante la intersección de las ecuaciones de transferencia y las leyes de contacto, en todos los

contactos activos simultáneamente, ver Figs.2.3 y 2.4. La obtención de la solución a este siste-

ma de múltiples ecuaciones, se realiza mediante un proceso iterativo basado en el algoritmo

de Gauss-Seidel, ver Ref. [78], cuya caracterı́stica principal es su capacidad de convergencia.

Aunque, esta ventaja se ve perjudicada por el incremento en el número de iteraciones necesa-

rias para alcanzar un error relativamente pequeño. Este factor se vuelve crı́tico a medida que

aumenta el número de ecuaciones, el que depende directamente del número de partı́culas

presente en el sistema.

2.2.4. Algoritmo para la dinámica de contactos

La intersección entre las ecuaciones de transferencia y las leyes de contacto, permite

determinar las nuevas configuraciones del sistema a medida que transcurre el tiempo, ver

Figs. 2.3 y 2.4. El proceso de carácter iterativo requiere conocer una configuración inicial,

definida por los valores de las velocidades de las partı́culas y las reacciones en cada contacto

activo. El algoritmo que ha sido considerado en nuestro caso, consiste de los siguientes pasos:

1. Fijar los valores de: los parámetros µ, ρn y ρt, el número de pasos a ejecutar, N y el

intervalo de tiempo por paso, dt.

2. Fijar una configuración inicial, por ejemplo con vn
i = vt

i = 0 y Rn
ik = Rt

ik = 0.

3. Calcular las velocidades ponderadas a través de las ecuaciones 2.1 y 2.2.

4. Avanzar medio paso de tiempo dt/2, dejando que las partı́culas evolucionen por efecto

de las fuerzas externas, y determinar los vecinos de cada partı́cula. Además, de los

contactos activos.

5. Avanzar medio paso de tiempo dt/2, suponiendo que, los contactos activos detectados

en el paso anterior, no cambian de estado. Es decir, no hay detrucción ni creación de

nuevos contactos.

6. Determinación de los puntos de intersección entre las ecuaciones de transferencia 2.5 y

las leyes de contacto, para todos los contactos activos simultáneamente. Esto se realiza

mediante el método de Gauss-Seidel.
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7. Una vez que se ha alcanzado el criterio de error prefijado, se calculan, la velocidad de

cada partı́cula y las fuerzas de reacción en cada contacto activo, determinándose de esta

forma, una nueva configuración válida para el sistema.

8. Tomando como configuración inicial, la nueva configuración obtenida en el paso 7, se

vuelve a repetir el proceso desde el paso 3, hasta que se haya completado el ciclo de N

iteraciones.

9. Finalizar el proceso.

El único parámetro que permite controlar la convergencia del proceso iterativo, es el inter-

valo de tiempo dt. Se debe notar que, mientras más pequeño sea el paso de tiempo, mayor

será la precisión en la detección de los contactos activos y, en consecuencia, menor será el

error en la determinación de las nuevas configuraciones. Sin embargo, la disminución del

error, se traduce en un incremento en el tiempo computacional, necesario para reproducir el

intervalo de tiempo total considerado. Luego, existe un compromiso entre la precisión desea-

da y el tiempo computacional disponible. Por otra parte, también es posible considerar como

ajustables, a los parámetros ligados a las propiedades de disipación del sistema, fricción (µ) y

restitución (ρn, ρt). Aun cuando, estos pueden ser determinados independientemente a través

de experimentos. El uso del método de Gauss-Seidel, en la determinación de los puntos de

intersección antes mencionados, se basa en la propiedad de convergencia de este método.

En efecto, el método de Gauss-Seidel siempre converge. Sin embargo, la velocidad de con-

vergencia decrece muy rápidamente cuando el número de ecuaciones que deben resolverse

aumenta.

A partir de este algoritmo, se ha desarrollado un código computacional que será apli-

cado al estudio numérico, tanto del flujo de granos en un reloj de arena como a la segregación

por tamaño en un sistema granular sometido a vibración, los que serán presentados en los

capı́tulos 3 y 4 respectivamente.
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Figura 2.3. Intersección entre la ecuación de transferencia normal y la ley de Signorini.

Figura 2.4. Intersección entre la ecuación de transferencia tangencial y la ley de fricción de

Coulomb.
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CAPÍTULO 3: FLUJO EN UN RELOJ DE ARENA

BIDIMENSIONAL

En este capı́tulo se describen las caracterı́sticas del flujo gravitacional, en un sistema

compuesto por discos cilı́ndricos contenidos en un reloj de arena, confinado a dos dimensio-

nes. La caracterización ha sido realizada mediante experimentos y simulaciones numéricas,

basadas en el método de la dinámica de contactos, ver Cap. 2. Los resultados experimentales,

junto con determinar el efecto producido por los parámetros macroscópicos (longitud de la

apertura y ángulo de inclinación) son, además, empleados en la validación de los resultados

provenientes de las simulaciones numéricas. Una vez que los resultados numéricos han si-

do validados, se determina, a través de éstos, la influencia de los parámetros microscópicos

(fricción y restitución) sobre el flujo granular.

3.1. Introducción

Como ha sido mencionado con anterioridad, los materiales granulares han recibido

gran atención por parte de investigadores de diversas áreas del quehacer cientı́fico y tec-

nológico, debido a la importancia que tienen estos materiales en los procesos aplicados en

diversas industrias, tales como la agricultura, la minerı́a y la industria farmacéutica [1, 2].

También, presentan una gran diversidad de fenómenos importantes, como la convección, la

propagación de esfuerzos y sonido y los muchos flujos de interés práctico que aún no han sido

comprendidos cabalmente. Una de las dificultades encontradas en la comprensión de estos

fenómenos radica en el comportamiento singular que muestran los materiales granulares. En

general, los granos pueden fluir aparentemente como los lı́quidos, sin embargo, son capaces

de soportar esfuerzos de corte como lo harı́a un cuerpo sólido. Otro factor importante, es el

papel desempeñado por la red de fuerzas generada por los contactos entre las partı́culas, la
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que juega un rol preponderante en el comportamiento dinámico de estos materiales, tal co-

mo puede verse en los flujos de granos encontrado en muchos silos de descarga, cuando una

partı́cula grande se mueve en un medio de partı́culas más pequeñas [79, 80] o en el movi-

miento convectivo, observado en sistemas granulares sometidos a vibración en presencia de

aire [24]. En principio, los flujos de material granular pueden ser descritos por modelos hidro-

dinámicos, siempre que el tamaño caracterı́stico del contenedor sea mucho más grande que

el tamaño de los granos presentes, ya que en este caso las fluctuaciones de las propiedades,

tales como la velocidad, son mucho menores que los valores medios de dichas cantidades.

Un ejemplo tı́pico de este regimen se puede observar en el flujo gravitacional de material

granular en los silos de descarga. Siguiendo la aproximación hidrodinámica, para flujos a

gran escala, se puede ver que existen dos lı́mites bien definidos, llamados lı́mite viscoso e

inercial. El primero de ellos se obtiene cuando la fuerza de gravedad es compensada por una

viscosidad efectiva. Sin embargo, desde los tiempos de Bagnold [81], es aceptado el hecho

de que no existe una viscosidad intrı́nseca en los materiales granulares, tal como ocurre en

los gases diluidos. Bagnold [81] sugirió que, el tensor de esfuerzos viscosos a primer orden

es una función cuadrática de la velocidad local, σ ∼ d2(∂v/∂x)2. De esta manera, cuando es

incluida la gravedad se obtiene la ley del flujo medio de Bagnold, dada por v̄ ∼
√

gD3/d, don-

de D representa el tamaño caracterı́stico del contenedor y d el de las partı́culas. Este regimen

no ha sido observado experimentalmente. En cambio, cuando la gravedad es compensada

por la inercia, usualmente descrita por el término convectivo en la ecuación de transporte, se

tiene que la velocidad media tı́pica viene expresada como v̄ ∼
√

gD, la cual es sólo función

del tamaño caracterı́stico del contenedor, independientemente del tamaño de los granos. Es-

te regimen, a diferencia del regimen viscoso, ha sido observado experimentalmente para una

amplia variedad de materiales granulares [1]. Por otra parte, se debe recordar que, para un

fluido simple, la escala de longitud caracterı́stica es el nivel de fluido H , con lo cual se puede

escribir la velocidad media como v̄ ∼
√

gH . Este hecho marca una notoria diferencia entre los

fluidos y los materiales granulares, lo que ha sido corroborado a través de la observación del

comportamiento de la razón de flujo de masa, llevada a cabo en muchos experimentos. En

términos simples, la velocidad de salida de un fluido depende del nivel del mismo al interior

del contenedor, mientras que, en los materiales granulares esta velocidad es independiente

del nivel de granos existente. Esto grafica el hecho de por qué un “reloj de arena” es de arena
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y no de agua, por ejemplo. Muchos modelos teóricos han sido desarrollados con el fin de

explicar esta profunda diferencia. La mayorı́a de las primeras predicciones teóricas, acerca

de la razón de flujo de masa, estañ basadas en el concepto de arco en caı́da libre1. Sin em-

bargo, no ha podido ser encontrada evidencia experimental que verifique su existencia. Este

arco, corresponderı́a a una superficie que limita dos zonas del flujo y que se ubicarı́a en las

cercanı́as de la salida del sistema. De esta forma, todas las partı́culas localizadas sobre esta

superficie estarı́an consideradas en contacto con otras y, por lo tanto, sometidas a esfuerzos

de compresión. Por otra parte, bajo esta superficie las partı́culas dejarı́an de estar en contacto

y podrı́an acelerar libremente bajo la acción de la fuerza de gravedad. Para una revisión acer-

ca del concepto de arco en caı́da libre y algunas de las dificultades que se encuentran para su

aplicación ver Ref. [2] y las referencias allı́ mencionadas. En la teorı́a, generalmente aceptada,

del reloj de arena2, se supone que el arco en caı́da libre es una superficie esférica, sobre la cual

la componente radial del tensor de esfuerzos σrr se anula. En otras palabras, las partı́culas

son libres para acelerar sobre una distancia efectiva D y, por lo tanto, la escala natural para la

velocidad a la salida viene dada por v̄ ∼
√

gD, con D la longitud de la apertura del sistema.

No obstante, se debe mencionar que, cuando la longitud D es unas pocas veces más grande

que el tamaño de las partı́culas d, es de esperar que la aproximación hidrodinámica al flujo

deje de ser válida, principalmente, porque las fluctuaciones en el sistema granular se vuelven

tan grandes como los valores medios, impidiendo de esta forma la separación de escalas que

se da en forma natural en los fluidos normales.

3.2. Configuración experimental

En el estudio experimental del flujo granular, confinado a dos dimensiones, se ha em-

pleado un reloj de arena compuesto por un marco metálico, el que soporta dos placas de

vidrio paralelas separadas mediante unas barras de acero móviles de 7mm de espesor, las

que actúan como las paredes laterales del reloj. El espacio entre las placas fue llenado con

alrededor de 800 granos cilı́ndricos de 6mm de diámetro y 6,3mm de largo, los que fueron

obtenidos a partir de una hoja de material fotoelástico3 mediante un proceso de corte en frı́o.

1Del inglés free-fall arch.
2Ver por ejemplo Cap. 10 en Ref. [2].
3PSM − 4 The Measurement Group Inc., 30× 30cm2 y un coeficiente C = 0,9psi/fr/in
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Estos granos tienen la capacidad de cambiar el estado de polarización, de la luz incidente,

cuando son sometidos a deformación. En una de las caras, de cada uno de los granos, fue

pintado un cı́rculo concéntrico para facilitar el proceso de seguimiento de éstos. Por otra par-

te, la visualización de la distribución de esfuerzos fue lograda con la ayuda de un polariscopio

circular [82], ver Fig. 3.1.

Figura 3.1. Esquema que muestra la configuración utilizada en un polariscopio circular. Este

sistema esta compuesto básicamente por dos polaroides y dos láminas retardadoras de cuarto

de onda (λ/4). Estas láminas son materiales que poseen dos ı́ndices de refracción, por lo que

la luz se propaga al interior de ellas con dos velocidades distintas. De esta forma, los ejes “fast

axis” y “slow axis” representan las direcciones de mayor y menor velocidad de propagación,

respectivamente. Para más detalles ver por ejemplo la Ref. [82].

Las caracterı́sticas del material fotoelástico y las condiciones de iluminación emplea-

das, nos permiten asegurar que la intensidad obtenida es proporcional a la diferencia entre

los esfuerzos principales4 I ∼ (σ1 − σ2)
2 y conseguir una sensibilidad, en la detección de las

4Esta fórmula es válida cuando la diferencia de fase entre los rayos recombinados es pequeña, ∆ =

2πhC(σ1−σ2)/λ, donde C es el coeficiente del material, h la longitud de los cilindros y λ la longitud de onda de

la luz incidente. En la configuración de campo oscuro esto se logra seleccionando el material fotoelástico de tal

forma que la primera extinción corresponda al máximo esfuerzo. De esta forma, se puede observar el esfuerzo
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fuerzas, del orden de mg, donde m es la masa de un grano. Además, la masa 190mg y veloci-

dad 30cm/s caracterı́sticas de los granos, hacen posible despreciar los efectos producidos por

el aire circundante.

Figura 3.2. Esquema del reloj donde se muestran los parámetros experimentales.

Los cambios en la distribución de esfuerzos, ası́ como la trayectoria de las partı́culas, fue-

ron registrados mediante un sistema de grabación de imágenes rápido ,con una velocidad

máxima de captura de 1220 cuadros por segundo y una resolución temporal de 0,8ms, lo que

permite registrar un mı́nimo de 600 cuadros para el tiempo de descarga más corto. Con la

combinación de lentes utilizada fue posible alcanzar un campo visual efectivo de alrededor

de 10× 10cm2. A través del uso de técnicas de procesamiento digital de imágenes y de algo-

ritmos de seguimiento de partı́culas pudieron ser determinadas tanto la distribución espacial

de fuerzas como la trayectoria individual de cada partı́cula y, a través de ésta, su velocidad

y aceleración. Los parámetros de control considerados para este sistema son, la razón entre

la longitud de la apertura y el diámetro de los granos η ≡ D/d y el ángulo de inclinación

de las paredes laterales α, cuyos rangos de variación están ubicados entre 4 − 14 y 5◦ − 40◦

respectivamente, ver Fig. 3.2.

En este punto se debe notar que, la fricción a la que los granos están sometidos, pro-

ducto del contacto con las placas de vidrio, puede ser disminuida considerablemente man-

teniendo el sistema en forma vertical, de manera de reducir las fuerzas laterales al mı́nimo.

en escala de grises.
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Además, como medida complementaria, se puede aumentar la distancia de separación entre

las placas, teniendo cuidado de no separarlas demasiado para evitar que los cilindros roten

fuera del plano. Con estas medidas, se logra reducir la fricción lo suficiente como para des-

preciarla.

3.3. Caracterı́sticas del flujo y efecto de los arcos

A medida que las partı́culas fluyen bajo la acción de la fuerza de gravedad, es posible

observar claramente una red intermitente de fuerzas de contacto. Esta red se hace visible ca-

da vez que se tienen cadenas lineales de cilindros comprimidos unos contra otros. Dos clases

de cadenas pueden ser identificadas, las que serán llamadas cadenas extendidas y arcos. En ge-

neral, la red de fuerzas de contacto está compuesta por una superposición de arcos y cadenas

extendidas, las que se mezclan entre sı́. Todas las cadenas lineales de cilindros comprimidos,

que nacen a partir de una de las paredes del reloj y que se propagan a lo largo de éste sin

alcanzar la pared opuesta, corresponderán a las cadenas extendidas. Por otro lado, cada vez

que ambas paredes del reloj sean alcanzadas por los extremos de una cadena extendida, se

estará en presencia de un arco. Se ha observado que, los arcos pueden presentarse de manera

aislada o bien soportando alguna carga vertical sobre ellos, ver Figs. 3.3b y 3.3c. También es

posible encontrar situaciones en las que no existe interacción alguna, tal como se muestra en

la Fig. 3.3a. La principal caracterı́stica presentada por el flujo, es la alternancia entre situacio-

nes en las que no hay interacciones visibles, con otras que contienen un número significativo

de cadenas. Claramente, cuando no hay interacciones, las partı́culas se mueven libremente

bajo la influencia de la gravedad, mientras que, las interacciones al interior del sistema son

la manifestación de un estado de compresión. En consecuencia, el comportamiento de la red

de fuerzas de contacto refleja, en cierta forma, los perı́odos de expansión y compresión al

que está siendo sometido el sistema granular. Efectivamente, estos estados pueden ser obser-

vados a través de una velocidad caracterı́stica, la que representa el movimiento de todo el

conjunto de partı́culas. Considérese como velocidad representativa, el promedio espacial de

la componente vertical de la velocidad de las partı́culas 〈vy〉~x, determinado sobre una región

definida por el ancho de la apertura del reloj y la altura del campo visual D ×H . Al graficar
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Figura 3.3. Secuencia de fotos que muestran las distintas configuraciones de fuerzas, obser-

vadas durante el flujo de partı́culas bajo la acción de la gravedad, los parámetros utilizados

son, α = 25◦ y η = 5. (a) Flujo en ausencia de cadenas de fuerza. (b) Arco aislado. (c) Arco

sometido a carga vertical y cadenas extendidas. (d) Cadenas extendidas.
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esta velocidad en función del tiempo, medido en unidades de τ ≡
√

d/g5, se puede obser-

var, claramente, la presencia de fluctuaciones, de magnitud tan grande como el valor medio,

tal como se muestra en el panel superior de la Fig. 3.4. Temporalmente, estas fluctuaciones

pueden ser escaladas por
√

D/g, lo que es consistente con una escala de velocidad dada por

v ∼
√

gD, válida para un regimen inercial.

Figura 3.4. Panel superior, 〈vy〉~x (lı́nea gruesa) y L como función de t/τ para η = 5 y α = 40◦.

Panel inferior, correlación cruzada entre 〈vy〉~x y L.

A partir de las secuencias de imágenes, no es posible apreciar una correlación directa entre

las fluctuaciones de la red de fuerzas de contacto y la velocidad representativa del sistema

granular. Con el fin de poder contrastar ambos comportamientos, se hace necesario represen-

5Donde d es el diámetro de las partı́culas y g la aceleración de gravedad.
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tar, mediante alguna caracterı́stica, la evolución de la red de fuerzas de contacto, tal como fue

hecho con la velocidad del sistema. Una posibilidad es determinar el esfuerzo total al interior

del sistema. Sin embargo, debido a la baja resolución de las imágenes, no es posible obtener

los esfuerzos a partir de ellas. En consecuencia, se ha considerado una caracterización menos

precisa, la cual consiste en determinar la longitud total, L, de las cadenas existentes en cada

imagen.

Figura 3.5. Panel superior, 〈ay〉~x (lı́nea gruesa) y L como función de t/τ para η = 5 y α = 40◦.

Panel inferior, correlación cruzada entre 〈ay〉~x y L.

Esto se consigue contabilizando el número total de cilindros que cambian el estado de pola-
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rización de la luz incidente, producto de la deformación generada por la interacción mutua

entre ellos. En cierta medida, esta cantidad representa la fuerza total ejercida sobre las pare-

des. Al comparar la evolución temporal de la velocidad representativa y la longitud de las

cadenas, se puede observar que cada disminución violenta en la velocidad está precedida

por un fuerte incremento en la longitud de las cadenas presentes y viceversa. Este compor-

tamiento es confirmado por la correlación cruzada entre ambas cantidades χ(L, v), ver panel

inferior de la Fig. 3.4. Los valores de los coeficientes de correlación son determinados a través

de χ(L, v) = RLv(m−N), donde

RLv(m) =

{ ∑N−m−1
n=0 Ln+mv∗n m ≥ 0

R∗
Lv(−m) m < 0

(3.1)

donde m = 1, ..., 2N − 1 y el sı́mbolo ∗ indica el complejo conjugado. De esta forma, que-

da reflejada la ı́ntima relación existente entre las fluctuaciones en la velocidad del sistema y

la intermitencia en la red de fuerzas de contacto. Aunque la aceleración promedio también

está correlacionada con la longitud total de las cadenas de fuerza, en términos relativos es

mucho más importante la correlación que presenta esta longitud con la velocidad prome-

dio, tal como puede ser apreciado al comparar las Figs. 3.4 y 3.5. Ası́, cuando el sistema se

está expandiendo, las partı́culas caen libremente, acelerando bajo la influencia de la fuerza de

gravedad, y por lo tanto, ninguna interacción es observada. Mientras que, cuando el sistema

se encuentra en el estado de compresión, el número de cadenas de fuerza aumenta rápida-

mente, haciendo que el sistema comience a disipar la energı́a cinética, acumulada durante el

perı́odo de expansión. En otra palabras, las fluctuaciones en la velocidad, producto de la red

de fuerzas de contacto, puede ser entendida como un mecanismo colectivo capaz de controlar

el flujo de salida de granos. Es importante mencionar que, la magnitud de las fluctuaciones,

comparada con el valor medio de la velocidad representativa, disminuye, considerablemen-

te, a medida que la longitud de la apertura es aumentada o bien el ángulo de inclinación

es reducido, lo que se traduce en una correlación de menor magnitud. Una estimación de la

importancia relativa que tienen los arcos y las cadenas extendidas, sobre el flujo, puede ser

calculada a través del tiempo de vida medio y de la probabilidad de ocurrencia. Para deter-

minar el tiempo de vida medio, se ha promediado los tiempos en los que han permanecido

visibles los arcos y las cadenas. Por otra parte, la probabilidad de ocurrencia ha sido deter-
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minada contando el número de veces que aparecen los arcos o cadenas, en una secuencia

completa, y dividiendo este valor por el número total de cuadros presentes en ésta. Los va-

lores tı́picos, obtenidos para el tiempo de vida medio y la probabilidad de ocurrencia son,

28ms y 0,7 y 8ms y 0,3, para las cadenas extendidas y los arcos respectivamente. En conse-

cuencia, es claro que, en los flujos gravitacionales desarrollados, la red de fuerzas de contacto

está compuesta principalmente por cadenas extendidas, debido a que, tanto su tiempo de

vida medio como su probabilidad de ocurrencia son de mayor magnitud. Tal como ha sido

mencionado anteriormente, el concepto de arco en caı́da libre ha jugado un rol preponderante,

tanto en las primeras predicciones teóricas del flujo de masa por unidad de tiempo, como en

la explicación de la diferencia en el escalamiento de la velocidad media que existe entre los

fluidos y los medios granulares.

Figura 3.6. Ajuste utilizando una curva catenaria al arco en caı́da libre dinámico, η = 5, 6, 7 y

α = 30◦. Los datos han sido representados en un reloj genérico, de manera tal que η aumenta

al desplazarse hacia arriba en el gráfico. Recuadro, promedio temporal de la red de fuerzas

de contacto, el que muestra la existencia de un arco en caı́da libre dinámico.

La existencia de dicho arco no ha podido ser confirmada experimentalmente. De hecho, nues-
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tras secuencias de imágenes no muestran ninguna evidencia de la presencia de un arco per-

manente en las cercanı́as de la salida del reloj, ni siquiera en el caso de flujos muy lentos6. Sin

embargo, al tomar el promedio de la red de fuerzas de contacto, a lo largo de una secuencia

completa, es posible observar, en forma clara, la presencia de dos zonas diferentes, las cua-

les están delimitadas por una frontera que se asemeja a un arco. Arriba de esta frontera el

esfuerzo promedio tiene una magnitud distinta de cero, lo que refleja la interacción entre las

partı́culas, mientras que, en la región ubicada entre esta frontera y salida del reloj, el esfuerzo

promedio es prácticamente nulo. Esto permitirı́a acelerar libremente a los granos, por efecto

de la gravedad, tal como se muestra en la Fig. 3.6. Nótese que, este arco también ha sido ob-

servado en el caso de flujos lentos controlados, ver Fig. 3.8. En términos de promedios, esta

frontera puede ser identificada como un arco en caı́da libre. Por otra parte, es posible represen-

tar este arco como una curva catenaria, ver por ejemplo las Refs. [83–85]. Esta curva puede

ser escrita como

z = z0 − k cosh

(
x− x0

k

)
, (3.2)

donde z0 es la altura máxima alcanzada por la catenaria, x0 es la posición del centro de la

curva y k ≡ dFh/P , con Fh la fuerza horizontal y P el peso de una partı́cula. Como se puede

ver en la Fig. 3.6, un buen ajuste de la curva catenaria a la curva experimental se consigue

para un valor de k/d ∼ 4, para η = 5, 6, 7 y α = 40◦.

3.4. Flujo cuasiestático

En los experimentos anteriores, se ha observado que las fluctuaciones presentes en el

flujo dependen de la velocidad. Es interesante, entonces, preguntarse cuáles serán las carac-

terı́sticas cuando el sistema se mueve muy lentamente. Para tal efecto, se ha modificado la

configuración experimental agregando un pequeño bloque de metal, el cual es desplazado

en forma vertical mediante un motor, ver el esquema de la Fig. 3.7. Con este sistema es po-

sible conseguir velocidades del orden 0,68cm/s e incluso menores, cerca de 1000 veces más

pequeña que la menor de las velocidades caracterı́ticas de los flujos gravitacionales. En este

caso, las secuencias de imágenes muestran una mayor densidad de cadenas y arcos, que en
6Flujos controlados del orden de 1500 veces más lentos que los flujos gravitacionales
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caso del flujo gravitacional no controlado, ver panel superior izquierdo de la Fig. 3.8. Efec-

tivamente, la reducción en la velocidad de salida de los granos disminuye drásticamente

las fluctuaciones en la red de contactos. Sin embargo, la dinámica de esta red sigue siendo

de gran complejidad, por ejemplo, los cambios en la distribución de las cadenas de contactos

pueden ocurrir de manera muy rápida, prácticamente en forma discontinua. Otra caracterı́sti-

ca observada, es el deslizamiento de los granos sobre las paredes laterales, lo que permite que

la estructura de cadenas de contactos se mantenga por un tiempo mayor que en el caso del

flujo no controlado, dando una distribución de contactos promedio bastante homogénea, tal

como se muestra en el panel inferior izquierdo de la Fig. 3.8. Al igual que en el caso del flujo

gravitacional libre, el promedio temporal de la red de contactos muestra la presencia de un

arco que separa dos regiones, una con alta densidad de contactos y otra libre de éstos.

Figura 3.7. Esquema que muestra las modificaciones introducidas en la configuración experi-

mental para controlar la velocidad de descenso de las partı́culas.

Además, este promedio temporal indica la presencia de movimiento lateral de las partı́culas,

en una zona reducida en el centro del sistema. Siendo el movimiento de éstas, en general, de

carácter radial, ver panel inferior izquierdo de la Fig. 3.8. Es importante mencionar que, en

el flujo controlado, el sistema no sólo presenta una mayor tendencia a formar arcos, sino que
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también a mantenerlos durante un mayor tiempo. Esto se explica, en parte, por la reducción

en las fluctuaciones, lo que diminuye la dilatación al interior del sistema, permitiendo au-

mentar la estabilidad de las cadenas. Como se verá en la sección siguiente, la rugosidad de

las paredes laterales aumenta el movimiento lateral de las partı́culas, cambiando la estructu-

ra del promedio temporal de la red de cadenas de contactos, ver panel inferior derecho de la

Fig. 3.8.

3.5. Efecto de la rugosidad de las paredes

Los resultados que han sido mencionados anteriormente, corresponden básicamente

a un sistema con paredes lisas. Para determinar si la presencia de rugosidad en éstas, tiene

alguna influencia en el comportamiento de la dinámica del sistema, se ha aumentado de ma-

nera artificial la rugosidad de las paredes del reloj, a través de la adhesión de partı́culas de

acrı́lico cortadas por la mitad. Estas partı́culas corresponden a mitades de cilindros de 6,3mm

de largo, en dos diámetros distintos, 0,6mm y 0,8mm, las que fueron distribuidas de manera

aleatoria en ambas paredes. A primera vista, se puede observar que las configuraciones de

la red de fuerzas de contacto, en un instante de tiempo dado, presentan caracterı́sticas muy

similares al caso sin rugosidad, ver panel superior de la Fig. 3.8. Sin embargo, al tomar el

promedio temporal de estas distribuciones, se aprecia una diferencia importante. En efecto,

cuando las paredes son lisas, las partı́culas que están apoyadas sobre éstas tienen la posibili-

dad de deslizar, aún cuando formen parte de un arco y estén sometidas a compresión. Esto

se ve reflejado en una distribución más homogénea de intensidad luminosa, la que también

muestra en forma clara el deslizamiento de las partı́culas, ver la imagen del lado izquierdo en

el panel inferior de la Fig. 3.8. En cambio, la mayor rugosidad introducida por las mitades de

partı́culas impide el deslizamiento a lo largo de la pared. Esto hace que, el movimiento de las

partı́culas esté condicionado al espacio disponible que les permita pasar por sobre las adhe-

ridas a la pared. Es decir, es necesario que el sistema se dilate lo suficiente para permitir este

desplazamiento, lo que genera dos regiones de distinto comportamiento, una en la parte cen-

tral del sistema granular, en donde el movimiento es principalmente radial y otra cercana a

las paredes, en donde predomina un movimiento perpendicular a éstas. Se debe recalcar que,

en ambas situaciones es posible observar claramente el arco en caı́da libre promedio. Es facti-
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Figura 3.8. Panel superior, red de fuerzas de contacto tı́pica observadas en flujos muy lentos

bajo control externo. Panel inferior, arco en caı́da libre, obtenido mediante el promedio de todos

los cuadros contenidos en la secuencia del flujo mostrado en el panel superior, para η = 10 y

α = 40◦. En este caso el sistema se mueve a una velocidad aproximada de v ∼ 0,68cm/s, que

es del orden de unas 30 veces inferior a la menor de las velocidades caracterı́sticas, obtenida

en un flujo gravitacional sin control. Las imágenes del lado izquierdo corresponden a un

sistema cuyas paredes laterales son lisas, mientras que, las del lado derecho son paredes

rugosas, obtenidas mediante la adhesión de partı́culas cortadas por la mitad.
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ble suponer que, mientras mayor sea la rugosidad en la superficie de las paredes más grande

será la probabilidad de generar arcos estables cerca de la salida del reloj, incrementándose

la posibilidad de bloqueo del sistema. Además, el campo de velocidades promedio también

presentará algunas diferencias, sobre todo en la componente radial, la que serı́a nula sobre

las paredes, para el caso con rugosidad no nula. A diferencia de lo que ocurre con las paredes

lisas, en donde tiene un valor finito mayor que cero.

3.6. Velocidad y flujo a la salida

En la sección anterior se ha mostrado el fuerte enlace que existe entre las fluctuacio-

nes en la velocidad promedio y la intermitencia de la red de fuerzas de contacto, observada

durante la evolución temporal del sistema granular. Ahora, se verá el comportamiento del

flujo a la salida del reloj, en un sistema con paredes lisas. Se acostumbra a medir el flujo de

masa por unidad de tiempo o razón de flujo de masa, ya que éste es más fácil de medir. Es-

ta cantidad ha sido medida con buena precisión, en diversas configuraciones para distintos

tipos y tamaños de granos y es considerada como una cantidad apropiada para ser compara-

da con las predicciones teóricas, para resultados sobre una amplia gama de condiciones ver

por ejemplo la Ref. [28]. Aunque, la determinación de la razón de flujo de masa, mediante

el conteo del número de partı́culas que cruza la salida del reloj por unidad de tiempo, es re-

lativamente simple, éste no entrega información respecto de la dinámica interna del sistema

granular. En consecuencia, con el fin de obtener, tanto la razón de flujo de masa a la salida,

como alguna idea acerca del comportamiento del sistema granular, se ha adoptado una apro-

ximación diferente. De esta manera, será determinada la razón de flujo de masa a partir del

campo de velocidades medio, a través de

W =

∫
ρ~v · r̂dl, (3.3)

donde ~v representa la velocidad y dl un elemento de arco cercano a la apertura. Para sim-

plificar la manipulación algebraica, se ha representado la posición de las partı́culas en coor-

denadas cilı́ndricas, tomando como origen el ápice virtual formado por la prolongación de

las paredes del reloj. Luego, el valor promedio de las componentes radial y angular de la
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velocidad, es determinado tomando un promedio sobre una ventana móvil de área aproxi-

madamente igual a 9d2, donde d es el diámetro de las partı́culas.

Figura 3.9. Panel superior, representación tridimensional del campo de velocidades radial

promedio. Panel inferior, representación similar para el campo de velocidades angular medio.

En este caso, el sistema considerado tiene paredes lisas.

Es fácil ver, a partir de la Fig. 3.9, que las componentes de la velocidad media pueden ser mo-
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deladas por funciones armónicas. En efecto, cortando las superficies de velocidad en forma

paralela a la coordenada angular, se tiene que cada uno de estos cortes admite las siguientes

funciones de ajuste:

vr(r, θ) = Ar(r) cos
(π

α
θ
)

+ Br(r)

vθ(r, θ) = Aθ(r) sin
(π

α
θ
)

+ Bθ(r), (3.4)

donde α es el ángulo de inclinación de las paredes del reloj.

Figura 3.10. Panel superior, dependencia angular de las componentes de la velocidad. Panel

inferior, comportamiento de los parámetros de ajuste Ar(r), Br(r), Aθ(r) y Bθ(r) como función

de r.
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Estas velocidades deben cumplir con las siguientes condiciones de borde:

vr(r, θ = ±α) = f(r)

vθ(r, θ = ±α) = 0, (3.5)

La forma funcional de f(r) no es impuesta a priori, más bien es determinada por el proceso

de ajuste a los valores experimentales. De esta manera, una vez que los coeficientes Ar(r),

Br(r), Aθ(r) y Bθ(r) han sido determinados, se puede obtener el comportamiento radial de

las componentes de la velocidad. Tal como se muestra en el panel inferior de la Fig. 3.10, la

dependencia de Ar(r) y Br(r) con el radio es del tipo 1/r. De manera análoga se tiene que,

Aθ(r) y Bθ(r) decaen como 1/r2, por consiguiente, las componentes del campo de velocidades

pueden ser escritas de la siguiente forma:

vr(r, θ) =
1

r

[
A0

r cos
(π

α
θ
)

+ B0
r

]
vθ(r, θ) =

1

r2
A0

θ sin
(π

α
θ
)

. (3.6)

Ası́, la expresión para la razón de flujo de masa a la salida se transforma en

W =

∫ α

−α

ρ

[
1

r

[
A0

r cos
(π

α
θ
)

+ B0
r

]]
r0dθ

= 2ραB0
r , (3.7)

donde r0 ≡ D/2 sin α es el radio medido desde al ápice virtual hasta la apertura del reloj. Por

otro lado, la velocidad radial máxima a la salida está dada por

vr(r0, 0) =
1

r0

[
A0

r + B0
r

]
. (3.8)

Repitiendo este procedimiento para las diferentes combinaciones de η y α es posible obtener

una regla de escalamiento, tanto para la razón de flujo de masa como para la velocidad radial

máxima a la salida. En efecto, como se observa en la Fig. 3.11, en ambos casos, la mayor parte

de los puntos experimentales pueden ser acomodados en una sóla curva. Al graficar W/2αρ

en función de r0 se puede observar que esta curva tiene la forma
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W

2αρ
= c(r0 − rc

0)
3/2, (3.9)

donde c ∼
√

g/2 y rc
0, representa un valor crı́tico para el radio r0 en el cual el sistema es

bloqueado en forma permanente, de tal manera que no se observa flujo de salida.

Figura 3.11. Panel superior, razón de flujo de masa por unidad de ángulo y de densidad a la

salida del reloj como función de r0. Panel inferior, dependencia de la velocidad radial máxima

a la salida del reloj con r0.

Análogamente, se tiene que la velocidad radial máxima a la salida puede representarse a
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través de la función

vr(r0, 0) = c(r0 − rc
0)

1/2, (3.10)

aquı́ c ∼ √
g y rc

0 es aproximadamente el mismo radio crı́tico obtenido con anterioridad.

En este caso, el radio crı́tico tiene un valor aproximado de rc
0 ∼ 1,1cm = 1,8d. Debido a la

cantidad de partı́culas en el sistema, para algunas configuraciones sólo fue posible obtener

información en la zona transiente, lo que significa que el sistema aún se encontraba en la

etapa de aceleración sin alcanzar un flujo desarrollado. Esta es la razón principal por la cual

los puntos experimentales, obtenidos en las configuraciones con η grande y α pequeño, se

sitúan lejos de la curva de ajuste. Este efecto es mucho más notorio en la velocidad a la salida

del reloj, tal como se muestra en el panel inferior de la Fig. 3.11. Reemplazando el radio

por r0 = D/2 sin α e introduciendo la apertura crı́tica Dc ≡ δd = 2rc
0 sin α las curvas de

escalamiento pueden ser escritas de la siguiente forma:

W = 2ρ

√
g

2
(D −Dc)3/2 α

2 sin3/2 α
(3.11)

vr(r0, 0) =

√
g

2
(D −Dc)1/2 1

sin1/2 α
. (3.12)

En el caso de configuraciones de silo cilı́ndrico, la razón de flujo de masa puede escribirse

como f(D − δd), donde el término δd es interpretado como una zona alrededor de la salida

que no está disponible para el flujo de partı́culas, usualmente se conoce con el nombre de

concepto de anillo vacı́o, ver [2, 28]. Claramente, nosotros estamos considerando un sistema

tipo silo cónico, confinado a dos dimensiones. A pesar de esta diferencia, es importante hacer

notar que la expresión para el escalamiento de la razón de flujo de masa, Ec. 3.11, presenta

una dependencia funcional similar, salvo que, en este caso la interpretación para el término δd

es diferente. Se debe recordar que, se ha interpretado este término como una longitud crı́tica

para la apertura, bajo la cual el sistema permanecerı́a bloqueado en forma permanente. El

valor obtenido para el parámetro de ajuste es δ ∼ 1,8, el que está en buen acuerdo con el

valor δ ∼ 1,4 obtenido por Beverloo et al [28], registrado para una amplia gama de granos.

Una de las caracterı́sticas, mencionada anteriormente, es el carácter intermitente del flujo, el
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cual se ve reflejado en el comportamiento de la velocidad media, ver Fig. 3.4. Se debe agregar

que estas fluctuaciones son, en gran medida, el producto de la existencia de una componente

angular de la velocidad. De esta forma, si el ángulo de inclinación de las paredes es grande,

esta componente de la velocidad se torna más sensible al cambio en la longitud de la apertura,

disminuyendo en forma apreciable para aperturas mayores a η = 7. Por el contrario, para

ángulos pequeños es prácticamente independiente de este valor. En cambio, se observa una

dependencia fuerte con respecto al ángulo de inclinación, aun para valores grandes de la

apertura. Esto quiere decir que la componente angular de la velocidad y, por consiguiente las

fluctuaciones, están influenciadas por la geometrı́a del contenedor. En la Fig. 3.12 se puede

ver el efecto que producen los cambio en η y α sobre esta componente de la velocidad. La

reducción en la componente angular de la velocidad se traduce en fluctuaciones de menor

tamaño y, por lo tanto, disminuye la influencia de la red de fuerzas de contacto sobre el

movimiento del sistema.

Figura 3.12. Razón entre las componentes angular vθ y radial vr de la velocidad máxima a

la salida del reloj. Las lı́neas continuas sirven de guı́a para los puntos experimentales y no

representan ningún modelo de ajuste en particular.

El efecto es notorio incluso para las aperturas más pequeñas, η = 4, cuando el ángulo de

inclinación es inferior a α = 20◦.
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3.7. Arcos y tensor de razón de deformación de corte

En general, se acostumbra a caracterizar el flujo mediante tensores de esfuerzo y de

razón de deformación promedios, representación que permite obtener una aproximación

bastante aceptable de la dinámica de un sistema, siempre y cuando los movimientos de las

partı́culas y las fuerzas estén distribuidas de manera aproximadamente continua. Sin embar-

go, el comportamiento de un sistema granular dista bastante de ser continuo y la descripción

de los detalles involucrados en la dinámica de éstos, es prácticamente imposible, véase por

ejemplo [86]. Como ha sido mencionado con anterioridad, no es posible obtener el valor de

los esfuerzos a partir de las imágenes, por lo tanto, nuestra atención estará concentrada en el

tensor de razón de deformación de corte promedio. De esta forma, a partir del campo de ve-

locidad promedio Ec. 3.6, volviendo a la representación de coordenadas cartesianas, se puede

encontrar el tensor de razón de deformación de corte promedio de la manera usual7.

Figura 3.13. Campo con las direcciones principales del tensor de razón de deformación de

corte promedio, calculadas a partir de la condición 3.13, junto con el arco calculado a partir

de la Ec. 3.14 (◦) y la respectiva curva catenaria de ajuste (lı́nea continua).

Minimizando las componentes fuera de la diagonal del tensor de razón de deformación de

corte promedio, respecto del ángulo de rotación, se obtiene la condición que determina las

7εij = (1/2)(∂vi/∂xj + ∂vj/∂xi). Ver por ejemplo las Refs. [87, 88].
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direcciones principales. De esta forma, se tiene

tan 2θP =
2εxy

εx − εy

, (3.13)

donde εx = ∂ux/∂x, εy = ∂uy/∂y, εxy = (1/2)(∂ux/∂y + ∂uy/∂x), ux y uy son las velocidades

en las direcciones x e y respectivamente. Ahora bien, es posible construir una curva que, al

igual que los arcos, conecte ambas paredes del reloj, suponiendo que una de las direcciones

principales es tangente a ella. Entonces, la ecuación que determina este arco viene dada por

dy

dx
= tan

(
θP +

π

2

)
, (3.14)

donde θP es calculado a partir de la Ec. 3.13. La solución a esta última ecuación sólo se pue-

de obtener de forma numérica lo que fue llevado a cabo a través del conocido método de

Runge-Kutta de cuarto orden [78]. Al igual que los arcos en caı́da libre promedio (Figs. 3.6 y

3.8), el arco ası́ obtenido también puede ser ajustado mediante una curva catenaria, tal como

se muestra en la Fig. 3.13. Nótese que, la curva catenaria se ajusta bastante bien al arco calcu-

lado y que el valor del parámetro k/d ∼ 4 es igual al obtenido anteriormente para los arcos en

caı́da libre promedio, ver Fig. 3.6. Como ha sido mencionado anteriormente, algunas teorı́as

han utilizado el concepto de arco en caı́da libre para explicar el comportamiento del flujo en

silos de descarga. Sin embargo, su existencia no ha sido comprobada experimentalmente. Por

otro lado, se puede ver que el tensor de razón de deformación de corte promedio, sugiere

una manera natural de crear arcos, siguiendo una de sus direcciones principales. Entonces,

es plausible suponer que el sistema trata de producir arcos orientados en esta dirección, los

cuales ven frustrada su concreción producto de las fluctuaciones propias del movimiento de

los granos. Se debe recordar que, estas fluctuaciones dependen de la velocidad caracterı́sti-

ca del sistema granular y de la geometrı́a del contenedor. Esto explicarı́a en parte, la mayor

cantidad de arcos que pueden ser observados en los flujos lentos controlados, a diferencia

de los que pueden apreciarse en los flujos gravitacionales libres. Se debe notar que, los arcos

construidos de esta manera representan un arco promedio caracterı́stico, tal como fue suge-

rido por Edwards y Mounfield [85], en donde los arcos reales corresponden a fluctuaciones

respecto de éste.
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3.8. Efecto de la fricción y de la restitución

La disipación de energı́a en un sistema de partı́culas usualmente es modelada a través

de dos parámetros, la fricción µ y la restitución ρn y ρt. El primer parámetro está conectado

con el deslizamiento mutuo entre las partı́culas, producto de su rotación y el segundo toma

en cuenta la pérdida de energı́a debido a las colisiones entre ellas. Como fue mencionado an-

teriormente, el estudio del efecto producido por el cambio en estos parámetros está referido a

resultados numéricos, obtenidos a partir de simulaciones basadas en el método de la dinámi-

ca de contactos. Este método ha demostrado ser muy exitoso en la descripción de algunos

fenómenos que ocurren en los medios granulares, en especial en los sistemas de alta densi-

dad, ver por ejemplo [44,89]. En este caso se ha supuesto que las caracterı́sticas de las paredes

del reloj son similares a las de las partı́culas. Esto es, en las colisiones entre las partı́culas y las

paredes tanto el coeficiente de fricción como el de restitución toman los mismos valores que

en el caso de la interacción entre partı́culas. Antes de analizar el efecto producido por estos

parámetros, es necesario verificar que el método empleado en las simulaciones numéricas es

capaz de reproducir de manera adecuada el comportamiento real del sistema granular. Esto

fue llevado a cabo utilizando los siguientes valores, µ = 0,7 y ρn = ρt = 0,2, que corresponden

a los valores determinados experimentalmente para los cilindros fotoelásticos. A partir de la

Fig. 3.14 se puede observar claramente que el método es capaz de reproducir el comporta-

miento del sistema, incluyendo el caso en donde no ha sido alcanzado el flujo desarrollado.

Sin embargo, una leve diferencia puede ser apreciada en las respectivas curvas de escalamien-

to, esta diferencia se explica básicamente porque estas curvas son sensibles al valor del coefi-

ciente de fricción tal como será mostrado más adelante. Se observará el efecto producido por

el cambio en los parámetros microscópicos a través de las curvas de escalamiento. Para ello,

los parámetros serán variados abarcando gran parte del intervalo [0, 1] y considerando como

punto de partida la estimación de los valores experimentales (µ = 0,7, ρn = 0,2, ρt = 0,2).

Esta variación será realizada de dos formas diferentes, una manteniendo constante dos de los

tres parámetros y otra en la que ambos coeficientes de restitución varı́an simultáneamente,

tomando el mismo valor mientras la fricción permanece constante. Considérese en primer

lugar, el efecto debido a la fricción (ρn = 0,2, ρt = 0,2), del panel superior de la Fig. 3.15 se

puede ver que la razón de flujo de masa se mantiene inalterada, dentro de los márgenes de

error experimental, variando significativamente sólo cuando la fricción alcanza valores rela-
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tivamente grandes, cercanos a µ = 1. En cambio, la dispersión en las curvas de la velocidad

radial máxima a la salida es mucho mayor, disminuyendo para valores grandes de la fricción

y viceversa, ver panel inferior de la Fig. 3.15. Procediendo de manera análoga, esta vez va-

riando el coeficiente de restitución normal (µ = 0,7, ρt = 0,2), observamos que las curvas de

razón de flujo de masa, presentan una baja dispersión respecto de la curva experimental, con

excepción de la curva generada con los parámetros experimentales.

Figura 3.14. Comparación entre los resultados experimentales y los obtenidos mediante las

simulaciones, considerando los siguientes valores para los parámetros µ = 0,7 y ρn = ρt = 0,2.

Panel superior, razón de flujo de masa por unidad de ángulo y de densidad a la salida del

reloj como función de r0. Panel inferior, dependencia de la velocidad radial máxima a la salida

del reloj con r0.
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Figura 3.15. Panel superior, efecto de la variación del coeficiente de fricción sobre la razón de

flujo de masa. Panel inferior, efecto producido por los cambios en la fricción sobre la veloci-

dad máxima a la salida. µ = 0,1, 0,2, 0,5, 0,7, 0,9 y ρn = ρt = 0,2.

No ası́ la curva para la velocidad, la que siempre muestra menores valores que los experi-

mentales, ver Fig. 3.16. Un comportamiento similar se observa en el caso en que se varı́a el

coeficiente de restitución tangencial (µ = 0,7, ρt = 0,2) y ambos coeficientes de restitución

en forma simultánea, manteniendo el coeficiente de fricción constante (µ = 0,7), tal como se

muestra en las Figs. 3.17 y 3.18.
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Figura 3.16. Efecto de la variación del coeficiente de restitución normal sobre la razón de

flujo de masa (panel superior) y la velocidad radial máxima a la salida (panel inferior). ρn =

0,2, 0,5, 0,7, 0,9, µ = 0,7 y ρt = 0,2.

Estos resultados muestran que, los cambios en los parámetros de restitución no tienen gran

influencia en el comportamiento de las curvas de flujo, como tampoco en las curvas de velo-

cidad. Por otra parte, la fricción afecta de manera considerable a estas curvas, observándose

una dispersión importante, sobre todo en la velocidad, siendo aquella mucho menor en el

caso del flujo, donde la influencia es apreciable sólo para valores grandes de la fricción.
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Figura 3.17. Efecto de la variación del coeficiente de restitución tangencial sobre la razón

de flujo de masa (panel superior) y la velocidad radial máxima a la salida (panel inferior).

ρt = 0,2, 0,5, 0,7, 0,9, µ = 0,7 y ρn = 0,2.

3.9. Conclusiones

Los resultados experimentales muestran una red de contactos entre partı́culas, com-

puesta por cadenas extendidas y arcos que pueden estar sometidos a una carga vertical o

bien presentarse en forma aislada siendo, en el caso de flujos gravitacionales desarrollados,

las cadenas extendidas las componentes principales de esta red gracias a su mayor tiempo

de vida medio y más alta probabilidad de ocurrencia. Por otra parte, el flujo está caracteriza-

do por los cambios permanentes en la estructura de la red antes mencionada, transitando en

forma alternada, desde situaciones en las que no hay interacción alguna hacia situaciones en
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donde la densidad de contactos es alta y viceversa.

Figura 3.18. Efecto de la variación simultánea de los coeficientes de restitución sobre la razón

de flujo de masa (panel superior) y la velocidad radial máxima a la salida (panel inferior).

ρn = ρt = 0,2, 0,5, 0,7, 0,9, µ = 0,7.

Este comportamiento es el reflejo de los perı́odos de expansión y compresión a los que están

sometidos los granos al interior del sistema. Además, las fluctuaciones observadas en la ve-

locidad pueden llegar a ser tan grandes como el valor medio de la misma y dependen fuer-

temente de la geometrı́a del contenedor. Representando la fuerza, ejercida sobre las paredes

laterales del reloj, a través de la longitud total de las cadenas extendidas y los arcos, se obser-

va que existe un fuerte vı́nculo entre las fluctuaciones en la red de contactos y la velocidad

media del sistema, lo cual es corroborado por la correlación cruzada entre ambas cantidades.

Entonces, se puede interpretar las fluctuaciones en la velocidad media del sistema, producto
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de las fuerza de contacto, como un mecanismo colectivo capaz de controlar el flujo de salida.

Adicionalmente, se puede mencionar que, el escalamiento temporal de las fluctuaciones es

consistente con un regimen inercial. Por otro lado, aunque no fue detectada la presencia de

un arco permanente en las cercanı́as de la salida correspondiente a un arco en caı́da libre, sı́ se

pudo determinar, a través del promedio temporal de las secuencias de imágenes, la existencia

de dos regiones claramente definidas y separadas por una especie de arco promedio, el que

puede ser asociado con el arco en caı́da libre. Efectivamente, este arco promedio actúa como

frontera entre una zona con alta densidad de contactos y otra libre de ellos, lo que significa

que bajo este arco, las partı́culas caen libremente bajo la influencia de la gravedad. Este arco

promedio también es observado en el caso de flujos gravitacionales, controlados, de baja velo-

cidad. En relación a la rugosidad de las paredes laterales, se observó que la presencia de esta

rugosidad incide en la capacidad de desplazamiento de las partı́culas que están apoyadas

sobre ellas, obligándolas a moverse en forma perpendicular a la pared, lo que implica que el

sistema debe dilatarse en una cierta cantidad a fin de permitir este movimiento. También in-

cide en la forma que tiene el promedio de las secuencias presentando una distribución menos

homogénea producto de la rugosidad. Sin embargo, todavı́a es posible observar claramente

el arco en caı́da libre promedio.

Otro punto interesante es el comportamiento de las componentes del campo de ve-

locidades media el que, representado en coordenadas polares, puede ser modelado a través

de funciones armónicas, equivalente a los dos primeros términos de una expansión en serie

de Fourier, donde los términos pares representan la componente radial de la velocidad y los

impares la componente angular. Esto sugiere la posibilidad de introducir nuevos modelos,

tales que la dependencia angular de las componentes del campo de velocidades pueda ser

generalizada al tomar cuenta términos de orden superior en la serie de Fourier. Además, se

encontró que la velocidad decae radialmente como 1/r y 1/r2 en sus componentes radial y

angular respectivamente. En consecuencia, la componente angular del campo de velocidades

debiera ser introducida como factor de corrección, en los modelos empleados en la predicción

de la razón de flujo de masa que consideran un campo de velocidades puramente radial, ver

Ref. [2]. Por otro lado, los valores obtenidos, tanto para la velocidad radial máxima como la

razón de flujo de masa a la salida, en función del radio medido desde el ápice virtual, pue-

den ser representados mediante curvas caracterı́sticas del tipo f(D − δd) y que, en el caso
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del flujo, se asemeja bastante al resultado obtenido por Beverloo y sus colaboradores [28],

con la salvedad, que el término δd tiene una interpretación diferente. Mientras Beverloo y

sus colaboradores lo definen como una región no disponible para el flujo de las partı́culas,

en este caso ha sido interpretado como una apertura crı́tica bajo la cual el sistema permanece

bloqueado permanentemente.

Se ha encontrado que es posible construir un arco a partir del tensor de deformación

de corte promedio, suponiendo que la derivada del arco es paralela a una de las direcciones

principales de este tensor. Más aún, el arco construı́do de esta manera puede ser ajustado

mediante una curva catenaria, al igual que los arcos en caı́da libre promedio obtenidos expe-

rimentalmente, con un valor similar para el parámetro de ajuste k/d ∼ 4. Por otra parte, se

puede suponer que el sistema trata de construir arcos mediante este mecanismo, tarea que

se ve impedida, en cierta forma, por las fluctuaciones presentes en el sistema, dando origen

a las distintas formas para los arcos observados. Más aún, es factible interpretar las cadenas

extendidas como arcos que no llegan a concretarse producto de estas fluctuaciones. Sin em-

bargo, se debe recalcar que los experimentos no muestran evidencia de un arco permanente

situado a la salida del sistema. En otras palabras, los resultados no verifican la existencia del

arco en caı́da libre, sino que todo lo contrario, sugieren que este arco no existe.

El método de la dinámica de contactos, empleado en las simulaciones numéricas, es

capaz de capturar la mayor parte de las caracterı́sticas de la dinámica del sistema granular,

incluyendo las condiciones de bloqueo permanente y reproduciendo el comportamiento in-

cluso cuando no se logra alcanzar el flujo desarrollado. Esta similitud, entre las simulaciones

y el comportamiento real del sistema, ha permitido tener un cierto grado de confianza en los

resultados obtenidos, respecto del efecto que producen los cambio en la fricción y la resti-

tución en la dinámica del sistema. Tanto la velocidad radial máxima como la razón de flujo

de masa por unidad de ángulo y de densidad son, prácticamente, insensibles al cambio de

los coeficientes de restitución, ya sea variando uno a la vez o ambos en forma simultánea.

En cambio, el coeficiente de fricción tiene una influencia importante, siendo ésta de mayor

consideración en la velocidad radial máxima. El efecto principal, que se puede observar, es la

dispersión de las curvas de ajuste de manera tal que la velocidad a la salida es mayor mien-

tras menor sea el coeficiente de fricción. No ası́ en la razón de flujo de masa, en donde se

produce un cambio notorio sólo cuando este coeficiente alcanza valores grandes.
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En este capı́tulo se ha visto el comportamiento de un sistema granular, contenido en un

reloj de arena confinado a dos dimensiones, que fluye bajo la acción de la gravedad. Además,

se ha caracterizado el flujo a la salida mediante el campo de velocidades medio, obteniéndose

ası́, el perfil espacial de velocidades al interior del sistema. Observando la velocidad media

caracterı́stica en conjunto con el largo total de las cadenas de contactos, se ha encontrado un

fuerte enlace entre las fluctuaciones de la velocidad y la intermitencia de la red de contactos.

Aunque, no se detectó la presencia del arco en caı́da libre permanente, sı́ se pudo comprobar

que, en el promedio temporal de la secuencia de imágenes, se observan dos regiones, una con

gran cantidad de esfuerzos y otra libre de ellos, separadas por una superficie que asemeja un

arco y que ha sido asociado con un arco en caı́da libre promedio, ya que este arco presenta

caracterı́sticas similares a los arcos en caı́da libre propuestos en la literatura, ver por ejemplo

las Refs. [2, 83]. Es claro que, la dinámica de los sistema granulares que fluyen está determi-

nada en gran medida por la red de contactos (compuesta por cadenas extendidas y arcos)

generada en su interior. En el capı́tulo siguiente, se verá como un sistema granular sometido

a vibración, que al parecer no tiene relación alguna con el que se acaba de estudiar, también

ve determinada su dinámica por la presencia de los arcos.
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CAPÍTULO 4: SEGREGACIÓN EN UNA COLUMNA

BIDIMENSIONAL

A continuación se presenta un estudio numérico, basado en el método de la dinámica

de contactos, acerca del problema de la segregación por tamaño en un sistema granular en

dos dimensiones. El estudio está motivado por los resultados experimentales obtenidos por

Duran y sus colaboradores, ver Ref. [48]. Siendo el objetivo principal, la verificación de la

existencia de los dos mecanismos de ascenso, propuestos por ellos. Los valores obtenidos

mediante las simulaciones numéricas muestran un comportamiento cualitativo muy cercano

al observado en los experimentos.

4.1. Introducción

Dentro de la gran variedad de fenómenos que han sido observados en los sistemas gra-

nulares, uno de los más intrigantes es el de la segregación por tamaño [90,91]. Este fenómeno

se ha observado en mezclas de granos de igual densidad sometidas a vibración, donde las

partı́culas de mayor tamaño se distribuyen en la superficie del sistema, y ha sido estudiado

extensivamente tanto experimental como numéricamente [92–94]. Por ejemplo, Rosato y sus

colaboradores [25] se han basado en un algoritmo de Monte Carlo, en conjunto con un argu-

mento cinético, para explicar la segregación como una consecuencia de la mayor movilidad

de las partı́culas pequeñas. Por otra parte, Jullien et al [95], mediante una técnica de apila-

miento para representar la segregación, han obtenido un valor crı́tico para la razón entre los

radios de las partı́culas grandes y pequeñas igual a ηmin ∼ 3, bajo el cual no es posible obser-

var la segregación. Por otra parte, los resultados experimentales han demostrado la existencia

de una fuerte conexión entre los fenómenos de segregación y convección [6,96]. En la mayorı́a

de los experimentos las partı́culas de mayor tamaño son elevadas en forma continua por el
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flujo ascendente, producto del rollo de convección. Sin embargo, también se ha presentado

evidencia experimental que muestra la existencia de dos tipos de mecanismos, mediante los

cuales las partı́culas más grandes pueden ascender. En efecto, Duran y sus colaboradores [48]

observaron que, en un arreglo bidimensional, aparte del movimiento de ascenso continuo

generado por la convección, existe un segundo mecanismo mediante el cual las partı́culas

más grandes ascienden en forma discontinua. Motivados por estos resultados experimenta-

les y otros obtenidos mediante simulaciones numéricas relacionadas [95], Duran y su grupo

formularon una teorı́a geométrica basada en la presencia de arcos locales [80], los que permi-

ten que el intruso (partı́cula de mayor tamaño) se apoye en dos paredes laterales inclinadas

60◦ respecto de la horizontal, que corresponde al ángulo de reposo de un sistema granular

bidimensional monodisperso. Bajo este esquema las partı́culas pequeñas son capaces de des-

lizar a lo largo de la superficie del intruso, mientras éste asciende a través de saltos del orden

del diámetro de las partı́culas pequeñas. Además, una nueva razón crı́tica fue encontrada

por estos autores ηcd ∼ 13 la que separa los ascensos discontinuos de los continuos. En otras

palabras, para valores de η > ηcd el ascenso del intruso es continuo. Simulaciones numéri-

cas desarrolladas por Jullien et al [97], basadas en un modelo heurı́stico, al que se le han

incorporado fluctuaciones aleatorias en la dirección horizontal, han mostrado evidencia de la

dinámica discontinua a través de saltos. Por otro lado, Pöschel y Herrmann [98] mostraron, a

través de dinámica molecular, que el ascenso de la partı́cula grande siempre está acompañada

por celdas de convección, inclusive para las frecuencias más bajas posibles. Estos autores han

sugerido que, el mecanismo de arcos locales podrı́a controlar la forma en la cual la partı́cu-

la grande se mueve en la zona de convección débil antes que ésta sea elevada rápidamente.

Hasta donde se sabe, las simulaciones numéricas basadas en primeros principios, aún no han

sido capaces de capturar las caracterı́sticas principales del efecto producido por los arcos en

la segregación.

4.2. Preparación del sistema

Motivados por el trabajo de Duran et al [48] se ha considerado un sistema granular

bidimensional monodisperso, compuesto por 3300 partı́culas de diámetro d = 1,5mm más

una partı́cula denominada intruso de diámetro variable entre 3d y 13d, distribuidas en una
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caja de 50 × 66 partı́culas de ancho y alto respectivamente. Este sistema es sometido a un

movimiento oscilatorio vertical de frecuencia f = 15Hz y amplitud variable A, de manera de

obtener un rango de aceleración adimensional, Γ ≡ A(2πf)2/g, entre 1,5 y 3,0. El coeficiente

de roce para las partı́culas es µ = 0,97, mientras que los coeficientes de restitución normal y

tangencial son ρn = 0,6 y ρt = 0,6 respectivamente. Estos valores son aproximadamente simi-

lares a los correspondientes a partı́culas de aluminio, tratadas quı́micamente para aumentar

su fricción. Inicialmente, el intruso se ubica centrado sobre la base del contenedor y el resto

de las partı́culas se distribuyen de forma desordenada alrededor de éste, formando un empa-

quetamiento desordenado y aleatorio. Luego, en ausencia de vibración, se deja compactar el

sistema por cerca de un minuto de tiempo real mediante la acción de la gravedad. Entonces,

se comienza a vibrar el sistema y se observa la evolución por alrededor de 15 minutos. El

paso de tiempo empleado en las simulaciones es igual a 1ms, este valor fue escogido luego

de verificar que los resultados entregados por éstas, eran independientes del tamaño del paso

de tiempo utilizado, para valores inferiores a aquél.

4.3. Ascenso del intruso y energı́a inyectada

Una de las variables que mayor influencia tiene en la segregación es la energı́a inyecta-

da al sistema, la cual es medida a través del parámetro Γ. Para valores suficientemente bajos

de Γ, ver curvas 1, 2 y 3 en la Fig. 4.1, tres regı́menes distintos pueden ser identificados. Prime-

ro se observa un rápido ascenso del intruso, luego en las etapas intermedias el movimiento

del intruso se vuelve muy lento e incluso puede llegar a detenerse. Finalmente, el intruso

termina acelerando rápidamente hasta que alcanza la superficie del sistema. En cambio, para

valores mayores de Γ, curvas 5, 6, 7 y 8 de la misma figura, las etapas intermedias tienden a

desaparecer y el intruso acelera de forma rápida hacia la superficie. Por otro lado, el rápido

movimiento inicial del intruso es producto del empuje, generado por el movimiento hacia

el fondo de las partı́culas situadas cerca de las paredes laterales. Este movimiento es debido

a que el sistema trata de formar rollos de convección del orden del tamaño del sistema. Sin

embargo, luego de transcurridos algunos segundos, este movimiento se detiene y los rollos

de convección comienzan a formarse gradualmente desde la superficie. Una forma de carac-

terizar este proceso es mediante la intensidad de la convección, para tal efecto se hará uso del
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flujo de convección Φ introducido por Pöschel y Herrmann [98]. Donde Φ corresponde a la

entre el flujo de masa hacia arriba J+ y el flujo de masa hacia abajo J−, ambas cantidades se

definen positivamente por lo que Φ es distinto de cero en el regimen convectivo. Las cantida-

des J+ y J−, se calculan determinando el número de partı́culas que se mueven hacia arriba y

hacia abajo respectivamente, ésta cantidad tiene unidades de número de partı́culas por ciclo.

En la práctica, para cada partı́cula se miden los cambios en la posición relativa, con respecto a

una lı́nea horizontal, en nodos consecutivos de la vibración del contenedor. En nuestro caso,

el sistema fue dividido en 100 lı́neas desde el fondo hasta la superficie del contenedor.

Figura 4.1. Posición vertical del intruso, D = 13d, medida en nodos consecutivos de la os-

cilación del contenedor como función de tf , para una frecuencia de oscilación constante

f = 15Hz y diferentes valores de la aceleración: (1) Γ = 1,75, (2) Γ = 1,80, (3) Γ = 1,85,

(4) Γ = 1,90, (5) Γ = 1,95, (6) Γ = 2,0, (7) Γ = 2,50, (8) Γ = 3,0. El recuadro muestra la veloci-

dad media del intruso como función de Γ en el regimen de ascenso discontinuo y convectivo.

En la Fig. 4.2 se muestra la intensidad de la convección para la curva 1 de la Fig. 4.1. Se

puede apreciar que al inicio del movimiento, t = 0,1min, la intensidad de la convección no es
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nula cerca del fondo del contenedor. Luego, disminuye para volver a aumentar lentamente a

medida que transcurre el tiempo.

Figura 4.2. Intensidad de la convección Φ como función de la altura para los instantes de

tiempo marcados en la curva (1) de la Fig.4.1.

Sin embargo, una vez que el intruso alcanza la superficie, la intensidad de la convección dis-

minuye drásticamente. Nótese que, la intensidad de la convección muestra un decaimiento

exponencial, lo que nos permite definir una longitud de penetración para el rollo de con-

vección. Aparentemente, el rápido movimiento inicial del intruso parece detenerse, pero al

observar con mayor detenimiento la curva 1 (Fig. 4.1), es posible notar que el intruso asciende

muy lentamente, a través de saltos discontinuos del orden de un diámetro de partı́cula. En

este regimen la velocidad del intruso es de alrededor de 1mm/min, para valores pequeños de

Γ. Esta velocidad aumenta rápidamente a medida que el valor de la aceleración se incremen-

ta, lo que nos indica que el número de saltos que ocurren por intervalo de tiempo es mayor.

Se debe destacar que, aún cuando la convección es de baja intensidad ésta puede afectar las

zonas cercanas al intruso, situadas sobre él, influenciando el ascenso por saltos. A medida

que transcurre el tiempo, el intruso se mueve lentamente hacia el rollo de convección. El as-

censo rápido del intruso comienza cuando el rollo de convección alcanza el centro de éste.

Por último, en el regimen convectivo la velocidad del intruso es igual a la velocidad con la
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que se mueven las partı́culas hacia arriba.

Figura 4.3. Imágenes, tomadas a diferentes tiempos, que muestran el movimiento de las

partı́culas producto de la convección, junto con el ascenso del intruso. Los valores de los

parámetros son: f = 15Hz, Γ = 1,7 y η = 13. (a) Inicialmente, t = 0,01min, todas las partı́cu-

las ubicadas cerca de las paredes se mueven hacia abajo generando un rápido movimiento

del intruso hacia arriba.(b) t = 0,2min, la convección inicial se detiene en el fondo del conte-

nedor, de manera tal que no se observan nuevas deformaciones en esta zona. Mientras que,

el rollo de convección avanza progresivamente desde la superficie del sistema. (c) t = 9min,

cuando el centro del intruso es alcanzado por el rollo de convección, aquél es levantado por

la corriente ascendente. (d) t = 13min, el intruso asciende rápidamente cuando es atrapado

por la corriente convectiva ascendente.

4.4. Efecto del intruso sobre la convección

Tal como ha sido visto, la convección afecta fuertemente el ascenso del intruso. Sin

embargo, no se ha analizado si la presencia del intruso produce algún efecto en el desarrollo

de la convección. Para dilucidar esta interrogante hemos realizado una simulación numérica

en donde el tamaño del intruso es igual al de las partı́culas. Al comparar la Fig. 4.2 y la Fig.

4.4 se puede apreciar que la penetración del rollo de convección es mayor en presencia del

intruso. Cuando éste comienza a ascender, sin ser atrapado aún por el rollo convectivo, se

observa que la intensidad de la convección comienza a aumentar gradualmente, desde un
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valor inferior al inicial y, además, que la longitud de penetración del rollo es menor.

Figura 4.4. Intensidad de la convección en ausencia del intruso.

Una vez que el intruso ha alcanzado la superficie del sistema, tanto la intensidad de la convec-

ción como su longitud de penetración se reducen en un alto porcentaje. Por otro lado, aunque

la convección es menor en ausencia del intruso, ésta continúa desarrollándose lentamente y

es posible que invada todo el sistema, si se espera el tiempo suficiente.

4.5. Ascenso discontinuo y arcos

Cuando el intruso asciende en forma discontinua se observa que, la zona de mayor

intensidad convectiva se ubica por sobre éste, ver Fig. 4.3c. Esto nos lleva a suponer que,

en este regimen, no es la convección el mecanismo preponderante que permite el ascenso

del intruso. Mediante un análisis local, en la vecindad del intruso, se tratará de verificar las

ideas propuestas por Duran et al [80] para explicar este ascenso discontinuo. Considérese los

vecinos cercanos al intruso, situados en la región definida por los radios D/2 y D/2 + 3d/2,

medidos desde el centro de éste. Al seguir la posición angular de estas partı́culas alrededor de

un salto discontinuo, durante un lapso de 6s, con una resolución temporal de 1ms, se puede

observar que, la trayectoria de aquellas tiende hacia la posición angular 0◦ lo que muestra,
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claramente, que las partı́culas cercanas al intruso se deslizan por debajo de éste, tal como se

puede apreciar en la Fig. 4.5.

Figura 4.5. Panel superior. Esquema que muestra los vecinos más cercanos al intruso. Panel

inferior. Trayectoria angular de las partı́culas situadas en las cercanı́as del intruso, determina-

das con una resolución temporal de 1ms, para Γ = 1,7 y f = 15Hz, donde el tiempo aumenta

hacia abajo. Nótese el movimiento colectivo de las partı́culas hacia la parte inferior del intru-

so.

La duración de estos saltos en la posición angular varia entre 1/2 y 5 perı́odos de oscilación, es

decir, entre 0,033s y 0,33s para una aceleración Γ = 1,7, siendo la duración promedio de estos

saltos del orden de 0,1s, lo que equivale a 1,5 ciclos. Además, no es posible distinguir una zona
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preferencial, dentro del ciclo de oscilación, para la cual se producen estos deslizamientos. Se

puede observar, a partir de la Fig. 4.3b, la existencia de vacancias cerca de la parte baja del

intruso. Estas vacancias facilitan el deslizamiento de las partı́culas que lo rodean. Cada vez

que ocurre algún deslizamiento, es posible apreciar un movimiento discontinuo del intruso.

Estas caracterı́sticas también se pueden observar en simulaciones numéricas realizadas con

intrusos de diferentes tamaños.

Figura 4.6. Promedio temporal de la fuerza impulsora normal (sobre un tiempo de 6s), co-

mo función de la posición angular θ, para una frecuencia de oscilación igual a f = 15Hz y

Γ = 1,7. (a) Promedio tomado en torno a t1 (curva 1 en Fig.4.1) que contiene un salto disconti-

nuo. Se puede observar que existe un máximo para la fuerza impulsora al lado izquierdo del

intruso. En cambio, al lado derecho se observa una mayor dispersión de la fuerza producto,

de la mayor movilidad de las partı́culas pequeñas, por efecto de una mayor concentración de

vacancias. (b) Promedio tomado en la parte plana de la curva 1, alrededor de t3 en donde no

se aprecia salto alguno del intruso. (c) Promedio tomado en la zona del regimen convectivo

alrededor de t4.
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Otro aspecto importante, es la caracterización de la interacción entre el intruso y las partı́cu-

las que lo rodean. Esta interacción puede ser determinada a través de la fuerza impulsora

normal, que actúa sobre el intruso, como función de la posición angular. De esta manera, si

el mecanismo de arcos propuesto por Duran et al [80] está presente, se espera que la fuerza

impulsora muestre varios máximos, ubicados en las posiciones angulares correspondientes

a las partı́culas que soportan al intruso. Por otra parte, puesto que este mecanismo requiere

que el intruso sea sostenido, principalmente, por fuerzas laterales es razonable suponer que

existe un mı́nimo para esta fuerza justo debajo del intruso, en θ = 0◦. A partir de la curva 1

de la Fig. 4.1, se obtuvo el promedio de la fuerza normal sobre el intruso, durante un lapso

de 6s alrededor de los tiempos t1, t3 y t4. Efectivamente, tal como se muestra en la Fig. 4.6a

correspondiente al tiempo t1, la fuerza impulsora normal muestra esencialmente las carac-

terı́sticas antes mencionadas, se puede ver un máximo de la fuerza en θ = ±60◦ y un mı́nimo

en θ = 0◦, lo que es consistente con un empaquetamiento hexagonal de las partı́culas pe-

queñas. Nótese que, el máximo del lado derecho es mucho más disperso, esto se debe a que

el empaquetamiento es mucho menor en esta zona producto de la presencia de un mayor

número de vacancias, lo que permite una mayor movilidad a las partı́culas y un incremento

en la dispersión de la fuerza. En cambio, en la curva de la Fig. 4.6b correspondiente al tiempo

t3, al no existir un salto, la fuerza se muestra mucho más dispersa. Por último, en la curva

c de la misma figura, prácticamente, no se observa fuerza impulsora, ya que al estar en el

regimen convectivo la movilidad de las partı́culas es muy alta, lo que no permite la forma-

ción de arcos que sean capaces de sostener al intruso. En conclusión, se puede decir que a

partir de nuestros resultados numéricos, es posible observar los ingredientes principales que

conforman el mecanismo de arcos. Es decir, la presencia de vacancias, que permiten el desli-

zamiento de las partı́culas que rodean al intruso y la localización de la fuerza en el ángulo de

empaquetamiento.

4.6. Efecto del empaquetamiento inicial

En los experimentos, en los que se ha utilizado un conjunto de partı́culas mono disper-

so, sólo es posible conseguir una configuración hexagonal compacta, lo que impide determi-

nar los posibles efectos de una distribución inicial distinta sobre la segregación y la convec-
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ción. En cambio, esta limitación no existe en las simulaciones numéricas, lo que nos permitirı́a

observar los efectos de un empaquetamiento inicial diferente al hexagonal compacto. Con es-

te fin, se han preparado dos configuraciones claramente diferenciables: una configuración

desordenada y otra hexagonal compacta.

Figura 4.7. Efecto del empaquetamiento inicial en la intensidad de la convección. (a) En el

empaquetamiento hexagonal se pueden observar los defectos producidos por la presencia

del intruso. (b) Intensidad de la convección para la configuración inicial hexagonal.(c) En el

empaquetamiento desordenado, los defectos introducidos por la presencia del intruso sólo

afectan la vecindad del mismo, sin ser apreciables en el resto del sistema. (d) Intensidad de la

convección para la configuración inicial desordenada.

En la preparación de estas configuraciones, al igual que antes, el intruso se ubica centrado en

el fondo del contenedor, distribuyéndose las partı́culas alrededor de éste en forma aleatoria o
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bien formando una red hexagonal. Luego, se deja evolucionar el sistema bajo la influencia de

la gravedad por un lapso de 1min. Finalmente, el sistema se hace vibrar observando su evo-

lución por cerca de 15min. Inicialmente, en el caso de la configuración hexagonal, las fuerzas

de contacto se distribuyen a lo largo de lı́neas orientadas a ±60◦ respecto de la horizontal.

Además, la presencia del intruso genera dos lı́neas de defecto, con cerca de 10 partı́culas de

ancho, que están orientadas igual que las lı́neas de fuerza y que se extienden a lo largo de todo

el sistema, ver Fig. 4.7a. En cambio, en la distribución desordenada, las fuerzas se distribuyen

de manera isótropa y la perturbación esta localizada sólo en las cercanı́as del intruso, tal co-

mo se muestra en la Fig. 4.7c. Al comparar la intensidad de la convección, se puede notar que,

en ambos casos, el brazo convección penetra rápidamente hasta el fondo del contenedor, ver

Fig. 4.7 b y d. La principal diferencia se encuentra en los instantes iniciales, es decir, cuando

comienza a desarrollarse la convección (t = 1min). Esta diferencia puede ser explicada por

la capacidad que tienen las partı́culas para deslizar. Claramente, la configuración desorde-

nada tiene una mayor cantidad de vacancias, lo que aumenta la movilidad de las partı́culas

y, por consiguiente, el desarrollo de la convección a distancias más grandes. Nótese que, al

iniciarse la vibración, la configuración desordenada evoluciona hacia una configuración he-

xagonal, alcanzándola en la zona cercana a la base en alrededor de 20s. Posteriormente, la

intensidad es ligeramente mayor en la configuración hexagonal y aumenta en forma leve con

el transcurso del tiempo. En cambio, la distancia de penetración del rollo de convección es

muy similar en ambas configuraciones. Otra caracterı́stica importante, que puede ser obser-

vada a partir de las curvas de intensidad de la convección, es la gran disminución que sufre

ésta, una vez que el intruso ha alcanzado la superficie. Por otra parte, el tiempo de ascenso

también se ve afectado por la configuración inicial de las partı́culas. En efecto, tal como se

muestra en el recuadro de la izquierda de la Fig. 4.8, el tiempo de ascenso es mucho menor

cuando la configuración inicial es hexagonal. Sin embargo, la velocidad de ascenso en el regi-

men convectivo, en ambas configuraciones, es prácticamente la misma, ver recuadro derecho

en la Fig. 4.8. En consecuencia, los distintos tiempos de ascenso, en función de la configura-

ción, pueden ser producto de la diferencia en la velocidad del intruso en el regimen de arcos

o bien de un reordenamiento configuracional, debido al desarrollo del brazo convectivo, lo

que puede afectar la posición del intruso. A partir del recuadro de la derecha de la Fig. 4.8, se

puede observar que el reordenamiento configuracional es más efectivo cuando el sistema se
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encuentra, inicialmente, en un estado de desorden, lo que explica el rápido ascenso inicial del

intruso. Sin embargo, del mismo recuadro se puede inferir una mayor actividad en la zona

del regimen de arcos, para una configuración inicial hexagonal, lo que incrementa el ascenso

del intruso. En consecuencia, no es posible obtener una respuesta concluyente que permita

identificar cual de los mecanismos presentes es el dominante, a la hora de explicar el menor

tiempo de ascenso observado en la configuración hexagonal.

Figura 4.8. Posición vertical del intruso, como función del tiempo para distintos tamaños del

mismo, con f = 15Hz y Γ = 1,7 para una configuración inicial hexagonal. El recuadro de la

izquierda muestra el efecto en la posición vertical del intruso debido a la configuración inicial,

(HP ) hexagonal y (DP ) desordenada, η = 13. En el recuadro de la derecha, se compara la

velocidad de ascenso del intruso, en el regimen convectivo, para ambas configuraciones.
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4.7. Tamaño del intruso y segregación

Las curvas de ascenso del intruso muestran que, el tiempo que toma éste en llegar a

la superficie es mucho mayor a medida que se disminuye el tamaño del mismo, tal como se

muestra en la Fig. 4.8. Nótese que, los distintos regı́menes de ascenso, que pueden ser distin-

guidos en forma clara para intrusos de tamaño pequeño, tienden a confundirse en uno sólo

cuando se incrementa el diámetro del intruso. En experimentos y simulaciones numéricas

anteriores, se ha determinado que la velocidad de ascenso del intruso es, aproximadamente,

una función creciente del tamaño del mismo. En este caso, al tomar la pendiente promedio,

en el regimen de arcos, la velocidad del intruso se puede escribir de la siguiente forma:

vint
arcos ∼ 0,6

D

d
− 1,4

[mm

min

]
. (4.1)

Una ley similar fue obtenida por Duran et al [80] para el regimen de arcos con la salvedad

que requiere de un tamaño mı́nimo del intruso del orden de D ∼ 3d, para poder observar la

segregación. Aunque estas simulaciones no muestran una evidencia fuerte de la existencia de

este tamaño mı́nimo, esto no contradice los resultados experimentales puesto que, tal valor

mı́nimo es sensible a la amplitud de la vibración, la razón de aspecto del contenedor y la

posición inicial del intruso. De manera análoga, se puede obtener la velocidad de ascenso en

la zona convectiva, la que se escribe como:

vint
conv ∼ 2,5

D

d
− 14

[mm

min

]
. (4.2)

Nótese que, la velocidad de ascenso en el regimen convectivo es cuatro veces más grande

que en el regimen de arcos. Finalmente, se cree que esta dependencia de la velocidad de

ascenso, es una manifestación del efecto que ejerce el tamaño del intruso en la intensidad de la

convección. En caso contrario, la velocidad de ascenso del intruso deberı́a ser independiente

del tamaño de éste.

Con el fin de examinar lo que sucede cuando el ancho del contenedor es mucho mayor

que su altura, se ha realizado una simulación en donde las dimensiones del contenedor eran

60 × 200 partı́culas de alto y ancho respectivamente, con un diámetro del intruso de D =

13d, una frecuencia de oscilación f = 15Hz y una aceleración de Γ = 2. Inicialmente se
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desarrolla, en forma muy rápida, un brazo de convección desde las paredes laterales. Este

rollo es simétrico y alcanza el fondo del contenedor. Además, se extiende horizontalmente

una distancia igual a la altura del sistema. A medida que transcurre el tiempo, producto de la

fricción inducida, se van generando gradualmente dos nuevos rollos de tamaño similar a los

anteriores, ubicados en el centro del contenedor. Estos rollos van atrapando progresivamente

al intruso. Al parecer, éste sigue en forma pasiva la corriente de convección, moviéndose

hacia arriba y abajo con una velocidad constante. Bajo estas condiciones, el tamaño del intruso

parece no afectar de manera apreciable la intensidad de la convección. Naturalmente, ya que

los rollos de convección, desarrollados a partir de las paredes, alcanzan una distancia igual a

la altura del sistema, es razonable suponer que el tamaño óptimo del ancho del sistema, para

favorecer la generación de la convección, es igual al doble de su altura. Un punto importante,

que aún no ha sido verificado, es si este ancho óptimo también corresponde al ancho crı́tico

para el cual la velocidad de ascenso del intruso es independiente de su tamaño.

Figura 4.9. Efecto de la razón de aspecto del contenedor en la dinámica de la segregación. El

ancho fue incrementado hasta 200d y se mantuvo al alto en 60d, f = 15Hz, Γ = 2 y D/d = 13.

Los rollos de convección que nacen en las paredes inducen dos rollos al interior del sistema.

4.8. Conclusiones

Las caracterı́sticas principales del mecanismo de los arcos, presentado en la Ref. [48],

son capturadas en su mayorı́a por las simulaciones numéricas aquı́ presentadas. Sin embargo,

existen algunas diferencias respecto de los valores empleados en los experimentos, lo que nos

impide realizar una comparación cuantitativa precisa. Considérese, por ejemplo, la posición
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inicial del intruso, en las simulaciones éste se ubicaba en el fondo del contenedor mientras

que en los experimentos estaba localizado a 1,5cm del fondo. Se sabe que la posición inicial

del intruso disminuye el tiempo de ascenso en una forma compleja, ver por ejemplo Ref. [98].

Otra diferencia importante, es la aceleración para la cual aparece la convección, Γ = 1,25 pa-

ra los experimentos y Γ = 1,7 para las simulaciones. Para el valor de aceleración utilizado

en las simulaciones, los experimentos muestran un rollo convectivo que invade todo el sis-

tema. En las simulaciones, el rollo de convección sólo penetra una fracción de la altura del

sistema lo que permite observar el regimen de arcos a valores de Γ más altos. Esta diferencia

se debe, entre otras cosas, al mayor valor del coeficiente de fricción utilizado en la simula-

ciones. Tal como se observa en los experimentos, al aumentar la aceleración del sistema, el

rollo de convección penetra de manera más profunda extendiéndose por todo el sistema y,

por consiguiente, el regimen discontinuo deja de ser observado. Otra importante caracterı́sti-

ca, observada en los experimentos, es la transición desde un regimen discontinuo hacia uno

continuo, cuando el diámetro del intruso alcanza un valor crı́tico D ∼ 13d [80]. En cambio,

las simulaciones numéricas muestran que, para una configuración inicial desordenada, aún

se puede observar claramente el regimen discontinuo, para D ∼ 13d. Sin embargo, el com-

portamiento discontinuo, prácticamente, desaparece cuando se considera una configuración

inicial hexagonal. Además, en el caso de la configuración desordenada y D ∼ 13d, se observa

una transición al regimen continuo a medida que el valor de Γ aumenta, ver Fig. 4.1. El tiem-

po de ascenso del intruso, para una configuración hexagonal, es similar al encontrado en los

experimentos. En consecuencia, una descripción detallada de la dinámica de la segregación,

no sólo involucra la posición inicial del intruso, sino que además, la preparación inicial del

sistema. También se ha observado, en las simulaciones numéricas, que en el regimen disconti-

nuo la presencia del intruso influencia la penetración y la intensidad del rollo de convección.

El efecto más notable, consistente con las observaciones experimentales, es la notoria dismi-

nución de la intensidad de la convección bajo el intruso, cuando éste se acerca a la superficie.

En contraste, el mecanismo de arcos, producto del deslizamiento de las partı́culas, juega un

rol preponderante en la dinámica del ascenso del intruso, cuando éste se aproxima a la zona

de decaimiento exponencial de la convección. Es importante mencionar que, hasta donde se

sabe, el mecanismo de arcos no ha sido observado experimentalmente en ausencia de con-

vección, lo que también ha sido corroborado por nuestras simulaciones numéricas. Port otro
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lado, la convección puede ser suprimida eliminando la fricción en el sistema o utilizando

condiciones de borde periódicas. En ambos casos, las simulaciones muestran que, tanto la

convección como el ascenso del intruso desaparecen. Como puede deducirse de la Ref. [48],

la principal diferencia entre el regimen de arcos y el convectivo radica en la intensidad y la lo-

calización del rollo de convección, siendo su intensidad muy débil y ubicándose por encima

del intruso cuando se está en presencia del regimen de arcos. Resultados previos reportados

en la literatura [98], muestran que, al igual que como se observa en nuestras simulaciones,

en el regimen convectivo la penetración del rollo de convección es, aproximadamente, la mi-

tad de la altura del contenedor, esto podrı́a indicar un criterio para la localización inicial del

intruso que permitiera observar el regimen de arcos.

En los capı́tulos anteriores, se ha observado la importancia que tienen los arcos en la

dinámica de los sistemas granulares y lo complejo que puede llegar a ser la predicción del

comportamiento de estos sistemas. Por ejemplo, la determinación de las condiciones para

que ocurra un bloqueo del flujo aún no han sido comprendidas cabalmente. Las dificultades

encontradas al intentar modelar los sistemas granulares, tienen grandes consecuencias que

abarcan, no sólo al ámbito de la investigación fundamental, sino que también, a los procesos

industriales involucrados en actividades de gran importancia económica. Precisamente, uno

de estos procesos es la extracción de mineral, en minas subterráneas, mediante el proceso de

excavación por bloques. En donde la determinación del comportamiento del mineral frag-

mentado al interior de la mina, es de vital importancia para fijar las mejores estrategias de

extracción y ası́ obtener el mejor costo beneficio posible. Esto nos ha motivado a incluir, en el

capı́tulo siguiente, un estudio del modelo, más ampliamente aceptado en la actualidad, apli-

cado a la determinación del movimiento de mineral fragmentado, el modelo de Bergmark-

Roos. Además, de aplicar a este mismo problema, los modelos de plasticidad y cinemático

que, a diferencia del anterior, tienen un fundamento fı́sico apropiado.
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CAPÍTULO 5: APLICACIÓN A LA MINERÍA

Este capı́tulo está dedicado a la aplicación de algunos de los conceptos desarrollados

anteriormente, al problema práctico de la determinación de la zona de descarga, encontrada

en los procesos de extracción de material dentro de la minerı́a subterránea.

5.1. Introducción

El método de excavación por bloques1, es un método empleado en la producción mi-

nera a gran escala en minas con material de baja ley y de grandes dimensiones, en las que la

masa de mineral es susceptible de fragmentarse en trozos de tamaño manejable y la superfi-

cie es capaz de hundirse. Estas condiciones limitan la aplicación de este método a depósitos

de mineral especiales, tales como minas de hierro y de cobre de baja ley. La excavación por

bloques emplea la gravedad, en conjunto con los esfuerzos internos de las rocas, para fractu-

rarlas y romperlas en pedazos manejables por los mineros. La palabra bloques se refiere en

este caso a la forma en que se divide la mina. Esta se compone de grandes sectores o bloques,

con áreas que pueden alcanzar muchos metros cuadrados, ubicados por debajo del material a

extraer, formando una red de túneles, ver Fig. 5.1. Ası́, la roca situada en la base, es fracturada

mediante explosiones, eliminando de esta forma el soporte de las capas superiores. Luego,

por efecto de la presión ejercida por la columna de material, las rocas terminan rompiéndose

en pequeños pedazos los que van fluyendo hacia la base de la mina, en donde son extraı́dos a

través de sistemas mecánicos. De esta forma, la extracción de mineral es, al menos en teorı́a,

de forma continua, utilizando sólo el efecto de la gravedad o bien con muy poca interven-

ción externa, mediante el uso de taladros o de explosiones controladas. Por consiguiente, la

minerı́a de extracción por bloques es un método económico y eficiente para la extracción de

mineral a gran escala, siempre que las condiciones de las rocas presentes sean favorables, es

1Del inglés block caving method.
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decir, que faciliten el flujo de material. Sin embargo, es muy difı́cil predecir, tanto el comporta-

miento de las rocas al interior de la mina como las condiciones de excavación. Esto convierte

a los métodos de predicción en una herramienta fundamental a la hora de decidir la construc-

ción de este tipo de mina. De ahı́ la importancia de tener métodos de predicción apropiados.

La forma en que se construyen las zonas, por donde se extrae el material, tiene una geometrı́a

que se asemeja a la mitad superior de un reloj de arena. En consecuencia, se espera que los

flujos se parezcan a los encontrados en los silos de descarga, lo que nos permitirı́a aplicar los

conocimientos obtenidos en el estudio del flujo en el reloj de arena, ver Cap. 3, a este proceso

de extracción minera. En este caso, se tendrı́a un arreglo de silos subterráneos organizados

de forma periódica, donde el objetivo es determinar la distancia apropiada entre silos veci-

nos, de manera tal de optimizar la extracción del material. La atención estará centrada en

la predicción del lugar geométrico desde donde proviene el material extraı́do, este lugar se

conoce con el nombre de “zona de descarga aislada” y depende principalmente del volumen

de material extraı́do. Puesto que, el flujo debido a varios silos es desconocido, usualmente se

determina la zona de descarga para un silo aislado y se aproxima, las situaciones de mayor

complejidad, mediante la superposición de las zonas de descarga aislada, obtenida para cada

uno de estos silos. Una discusión reciente acerca de la importancia de los flujos gravitaciona-

les, los problemas abiertos y las aproximaciones a las aplicaciones mineras puede encontrarse

en el trabajo de Rustan [99]. En la actualidad, se considera que la ecuación matemática que

mejor describe la forma de la zona de descarga, está dada por la ecuación de Bergmark-Roos,

para una revisión ver la Ref. [100]. En este capı́tulo, se discutirá brevemente el modelo de

Bergmark-Roos y se mostrará que el campo de velocidades propuesto en este modelo condu-

ce a un importante incremento en la densidad, a medida que el material granular se acerca a

la apertura. Este efecto, es el principal causante de la forma relativamente alargada que pre-

senta la zona de descarga en esta aproximación. Luego, será calculada la zona de descarga

aislada a través de un campo de velocidad proveniente de la teorı́a de plasticidad para flujos

de material granular incompresible. Además, se mostrará que la forma de esta zona es prácti-

camente insensible a la dependencia angular escogida para el flujo. Por otra parte, se verá que

la dependencia radial del flujo tiene una influencia crı́tica, ya que genera zonas de descarga

de menor altura y más anchas que las predichas por la aproximación Bergmark-Roos. Tam-
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bién se hará uso del modelo cinemático2 para determinar las lı́neas de corriente y la zona

de descarga, en el caso de una apertura aislada. Además, será utilizada la linealidad de este

modelo para obtener información acerca del flujo y las zonas de descarga, producidas por la

extracción simultánea de material a través de dos apertura vecinas. Finalmente, por medio

del modelo de plasticidad, se ilustrará la forma que posee la zona de descarga, resultante de

la extracción alternada de material desde dos aperturas cercanas. Este capı́tulo será conclui-

do con una breve discusión acerca de las posibles estrategias que pueden ser aplicadas, a la

determinación de las lı́neas de corriente y la forma de las zonas de descarga, mediante el uso

del principio de superposición.

Figura 5.1. Esquema del método de extracción por bloques empleado en la minerı́a sub-

terránea.

2Para una breve descripción del modelo cinemático ver el apéndice B.
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5.2. Modelo de Bergmark-Roos

El modelo de Bergmark-Roos, es considerado en la actualidad como el mejor modelo

matemático para la determinación de la zona de descarga, cuando el material es homogéneo

o bien cuando se quiere simular la zona de descarga media para un gran número de descargas

de mineral, ver por ejemplo [99].

Figura 5.2. Esquema que muestra los parámetros y las fuerzas consideradas en el modelo

de Bergmark-Roos, donde mg es la fuerza de gravedad, Ff la fuerza de resistencia al movi-

miento, θ la posición angular de la roca, medida desde la vertical y θG es el máximo ángulo

permitido, medido desde la vertical, para el cual las rocas pueden fluir, más allá de este valor

las rocas permanecen inmóviles.

En esta teorı́a se supone que el movimiento de las partı́culas ocurre en la dirección radial y

que la aceleración viene dada por ar(θ) = g(cos θ−cos θG), donde θ es el ángulo medido desde

la vertical y θG es el máximo valor permitido para el desplazamiento, es decir, el ángulo para

el cual la fuerza de fricción compensa el peso de las partı́culas [100], ver Fig. 5.2. Además, esta

teorı́a supone que todas las partı́culas están inicialmente en reposo. De esta forma, el campo

de velocidades está dado por vr = −ar(θ)t y vθ = 0. Integrando se obtiene la posición radial
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en función del tiempo y del ángulo

r(θ, t) = r0(θ)−
1

2
ar(θ)t

2, (5.1)

donde r0 = r(θ, t = 0) es la posición inicial de las partı́culas que pasan por la apertura en un

tiempo dado t. Suponiendo que la apertura está ubicada a una distancia rD, desde el origen

de coordenadas, entonces, el diámetro de la apertura está dado por 2D = 2rD sin θG. De esta

forma, la zona de descarga como función del tiempo de extracción viene dada por

r0(θ, t) = rD +
1

2
g(cos θ − cos θG)t2. (5.2)

Nótese que, el valor máximo para la posición radial se obtiene cuando θ = 0. Utilizando este

valor, se puede expresar el tiempo como función del radio máximo rmax a través de

1

2
gt2 =

rmax − rD

1− cos θG

. (5.3)

Luego, la zona de descarga se puede escribir como

r0(θ, rmax) = rD + (rmax − rD)
cos θ − cos θG

1− cos θG

. (5.4)

Conocido el campo de velocidades, es posible determinar la densidad local del material ρ(r, t)

a través de la ecuación de continuidad. Como primer caso, considérese un sistema bidimen-

sional, entonces, en coordenadas cilı́ndricas se tiene

∂ρ

∂t
+

1

r

∂(rvr)

∂r
= 0. (5.5)

La solución general de esta ecuación se escribe como

ρ(r, t) =
1

r
f(r +

ar(θ)t
2

2
), (5.6)

donde f es una función determinada por la densidad inicial del sistema. Si se supone que ésta

es constante, ρ0, entonces, en t = 0 se tiene f = ρ0r. Ası́, la densidad se puede escribir como
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ρ = ρ0
r0

r
, donde r0 es la posición inicial de la partı́cula ubicada en r en el tiempo t. De esta

forma, si la partı́cula no se mueve, ningún cambio en la densidad podrá ser observado. Por

otro lado, si un elemento se mueve hacia el origen experimentará un aumento en la densidad,

el que depende de la distancia recorrida. Una vez conocida la densidad, se puede determinar

la sección de la zona de descarga, integrando el flujo de masa que atraviesa la apertura

S0 = −
∫ θG

−θG

∫ t

0

ρ(rD, t′)

ρ0

vrrDdθdt′ (5.7)

=

∫ θG

−θG

∫ t

0

ρ0(θ, t
′)a(θ)t′dθdt′ (5.8)

=

∫ θG

−θG

∫ t

0

1

2

dr2
0(θ, t

′)

dt′
dθdt′ (5.9)

=

∫ θG

−θG

1

2
(r2

0(θ, t)− r2
D)dθ. (5.10)

Finalmente, integrando en el ángulo, se obtiene la sección S0 en función del radio máximo

rmax

S0 =

(
rmax − rD

1− cos θG

) {
2rD (sin θG − θG cos θG)

−
(

rmax − rD

1− cos θG

) (
3 sin θG cos θ − 2θG cos2 θG − θG

) }
. (5.11)

En tres dimensiones, la ecuación de continuidad se escribe como

∂ρ

∂t
+

1

r2

∂(r2vr)

∂r
= 0. (5.12)

Procediendo de manera análoga al caso bidimensional, si la densidad inicial es constante ρ0,

entonces, se tiene para la densidad

ρ(r, t) =
1

r2

(
r +

ar(θ)t
2

2

)2

. (5.13)

Nuevamente, se puede escribir para la zona de descarga una ecuación idéntica a la Ec. 5.4.

Mientras que, el volumen de la zona de descarga viene dado por
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Ω0 =
π

6
(1− cos θG)

[
r3
max − r3

D + r2
maxrD + rmaxr

2
D

]
. (5.14)

Expresión que se convierte en la fórmula de Bergmark-Roos para una zona de descarga ais-

lada [100], cuando rmax � rD. La solución de la ecuación de tercer grado 5.14 nos permite

determinar el valor de la altura máxima de la zona de descarga, en función del volumen de

extracción Ω0 y el radio de la apertura rD.

El modelo de Bergmark-Roos predice un fuerte incremento en la densidad a medida

que el material granular se aproxima a la salida, ver Ecs. 5.6 y 5.13, lo que nos hace creer que

este modelo no es fı́sicamente correcto. Por otro lado, no es sorprendente que el modelo de

Bergmark-Roos sea capaz de predecir aproximadamente la forma de las zonas de descarga

observadas, ya que en éste se conserva la masa total a través de la condición para el volumen.

5.3. Modelo de plasticidad

En la sección anterior se ha obtenido la forma de la zona de descarga, a partir del

campo de velocidad, utilizando las suposiciones de Bergmark-Roos. Se debe recordar que,

este modelo presenta un aumento en la densidad del material a medida que las partı́culas se

aproximan a la salida. En consecuencia, es interesante comparar este resultado con el que se

obtendrı́a con un modelo que, aparte de satisfacer la ecuación de continuidad, no tenga el pro-

blema del aumento de la densidad. Un modelo que cumple con estas condiciones es la teorı́a

de plasticidad [2]. En los flujos tridimensionales, tanto el flujo radial como el azimutal no se

conocen con precisión, puesto que dependen de las variables geométricas y las caracterı́sticas

de las partı́culas. Sin embargo, en los flujos gravitacionales con simetrı́a axial, es razonable

suponer que la velocidad azimutal se anula. Se debe mencionar que, la aproximación de flujo

radial para silos con fondo plano se desvı́a en forma apreciable cerca de la apertura, donde

las lı́neas de corriente muestran cierta curvatura. La incompresibilidad queda asegurada al

imponer una dependencia 1/r2 para la velocidad radial con lo cual se tiene

vr = −v0r
2
D

r2
f(θ, φ), (5.15)
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donde θ es la posición angular medida desde la vertical, rD es la posición radial de la apertura,

cuyo radio esta dado por rD sin φ y v0 es la velocidad al centro de la apertura. En el caso

de los silos cónicos, φ = θw es el ángulo del contenedor y f(θ, φ) se escoge de forma de

respetar las condiciones de borde impuestas por la pared lateral del silo, la que en general,

será una función de la fricción de la pared. Esta aproximación es menos clara cuando el silo

tiene un fondo plano, sin embargo, será utilizada sólo como punto de comparación con el

modelo de Bergmark-Roos. En este caso, φ = θG, es el ángulo de deslizamiento interno y

se elige f de manera tal que se anule para este ángulo, es decir f(θ = θG) = 0. Ha sido

observado experimentalmente, en una variedad de silos, que el flujo bidimensional puede

ser representado por un campo de velocidad radial de la forma

vr = −v0rD

r
cos

(
πθ

2θG

)
. (5.16)

Generalizando al caso en tres dimensiones, se puede escribir

vr = −v0r
2
D

r2
cos

(
πθ

2θG

)
. (5.17)

Integrando esta ecuación en el tiempo se obtiene las trayectorias y a través de éstas la zona

de descarga. De esta forma, la zona de descarga en términos del radio máximo rmax se escribe

como

r0(θ)
3 = r3

D + (r3
max − r3

D) cos

(
πθ

2θG

)
. (5.18)

Además, el radio máximo está relacionado con el volumen de extracción a través de

Ω0 =
2π

3

[
r3
max − r3

D

( π
2θG

)2 − 1

] (
π

2θG

sin θG − 1

)
. (5.19)

Si, esta vez, se considera una dependencia angular similar a la introducida por Bergmark-

Roos f(θ) = cos θ − cos θG, entonces, la zona de descarga viene dada por

r0(θ)
3 = r3

D + (r3
max − r3

D)

(
cos θ − cos θG

1− cos θG

)
. (5.20)
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Figura 5.3. Contraste entre las zonas de descarga obtenidas mediante el modelo de Bergmark-

Roos Ec. 5.4 y el modelo de plasticidad Ecs. 5.18 y 5.20.

Mientras que, el volumen de extracción se escribe como:

Ω0 =
π

3
(r3

max − r3
D)

[
cos2 θG − 2 cos θG + 1

1− cos θG

]
. (5.21)

Al comparar la forma de las zonas de descarga, obtenidas mediante el modelo de Bergmark-

Roos y el modelo de plasticidad, se observa que la primera alcanza una altura notoriamente

mayor y resulta ser más alargada que la segunda, ver Fig. 5.3. Esto se debe a que el modelo

de Bergmark-Roos no es incompresible, ya que la densidad del material aumenta a medida

que se acerca a la salida con el paso del tiempo. Esto se traduce en una sobre estimación de

la velocidad radial, en las regiones donde la aceleración efectiva es grande permitiendo que
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partı́culas ubicadas relativamente más lejos, sean capaces de alcanzar la salida alargando la

forma de la zona de descarga. También, se puede notar que, la forma de la zona de descarga

deteminada por el modelo de plasticidad es, prácticamente, insensible a la forma funcional de

la dependencia angular f(θ) seleccionada. Sin embargo, pequeñas variaciones en el valor del

ángulo θG son capaces de producir cambios notorios en el radio máximo rmax lo que implica

que el valor de θG debe ser determinado con precaución.

5.4. Modelo cinemático

Las caracterı́sticas del flujo en silos con fondo plano, en el caso en que el material

granular tiene un empaquetamiento suelto, pueden ser predecidas bastante bien mediante el

modelo cinemático. En el caso tridimensional, se supone que las componentes de la velocidad

en el plano x − y son proporcionales a las variaciones de la velocidad vertical, esto es, vx =

−DP ∂vz/∂x y vy = −DP ∂vz/∂y. Aplicando la condición de incompresibilidad se obtiene para

la velocidad vertical la siguiente ecuación

∂vz

∂z
= DP

[
∂2vz

∂x2
+

∂2vz

∂y2

]
. (5.22)

La solución de esta ecuación entrega las lı́neas de corriente, las que junto con las trayectorias

nos permiten encontrar la zona de descarga. Considérese un silo bidimensional, entonces,

vx = −DP ∂vy/∂x y ∂vy/∂y = DP ∂2vy/∂x2. Suponiendo que la apertura es infinitamente an-

gosta, se puede escribir la solución de los campos de velocidad como

vx = − Q√
4πDP y

exp

(
− x2

4DP y

)
(5.23)

vy = − Q√
4πDP y

exp

(
− x2

4DP y

) (
x

2y

)
, (5.24)

donde Q es la razón de flujo seccional, es decir, la sección del material extraı́do por unidad de

tiempo. Luego, aplicando la ecuación para las lı́neas de corriente, dx/vx = dy/vy se obtiene la

siguiente condición

dx

dy
=

x

2y
, (5.25)
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cuya solución está dada por

y = cx2, (5.26)

donde c es una constante que nos permite seleccionar las diferentes lı́neas de corriente. Medi-

ciones experimentales sobre las lı́neas de corriente hechas por Caram y Hong [42], muestran

que, en una configuración cuasi bidimensional, el modelo difusivo logra reproducir bastante

bien las lı́neas de corriente observadas. También se logra un buen acuerdo entre este modelo

y los campos de velocidad en los flujos en silos bidimensionales, cuando los granos no están

compactados [31]. Este acuerdo va perdiéndose cuando el material comienza a compactarse,

ver por ejemplo [101]. Integrando en el tiempo las ecuaciones para las componentes de la

velocidad, se obtienen las trayectorias de las partı́culas e introduciendo la ecuación para las

lı́neas de corriente, Ec. 5.26, se tiene

4

3

√
πc3DP (x3

0 − x3) exp

(
1

4DP c

)
= Qt (5.27)

o bien en términos de la coordenada y

4

3

√
πDP (y

3/2
0 − y3/2) exp

(
1

4DP c

)
= Qt, (5.28)

donde x0 e y0 son las coordenadas de la partı́cula en t = 0. Estas ecuaciones permiten determi-

nar la trayectoria de todas las partı́culas del sistema en función del tiempo. Para encontrar la

zona de descarga sólo se necesita determinar las coordenadas iniciales, x0 e y0, de las partı́cu-

las que en el tiempo t cruzan por la apertura, y = 0

4

3

√
πDP exp

(
x2

0

4DP y0

)
y

3/2
0 = Qt. (5.29)

Ası́, la zona de descarga viene dada por y0 = y0(x0, t), para un tiempo t y una razón de

extracción Q dados. La ecuación 5.29 es de carácter trascendental por lo que no es posible ob-

tener una expresión analı́tica para la zona de descarga. Sin embargo, las coordenadas de esta

zona pueden ser fácilmente calculadas en forma numérica, mediante el uso de la técnica de
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Newton-Rapson, ver por ejemplo [78]. En cambio, sı́ es posible determinar en forma analı́tica

la altura máxima ymax
0 y el ancho máximo wmax

0 . En efecto, buscando los valores extremos me-

diante las condiciones ∂y0/∂x0 = 0 y ∂x0/∂y0 = 0 para la altura máxima y el ancho máximo

respectivamente, se obtiene

ymax
0 =

(
3Qt

2
√

4πDP

)2/3

(5.30)

y

wmax
0 = 2

√
6DP y∗0 (5.31)

donde

y∗0 =

[
exp

(
−3

2

) (
3

2

Qt√
4πDP

)]2/3

. (5.32)

Debido a que se ha considerado el caso en que la apertura es infinitamente angosta, la forma

de la zona de descarga obtenida sólo tiene validez cuando el ancho es mucho mayor que el

tamaño de la apertura. De manera análoga a la empleada en el caso bidimensional, se puede

determinar la forma de la zona de descarga en tres dimensiones en el caso de una apertu-

ra simétrica e infinitamente pequeña. Escribiendo la ecuación de difusión en coordenadas

cilı́ndricas y considerando simetrı́a axial, se tiene

∂vz

∂z
= DP

[
1

r

∂

∂r

(
r
∂vz

∂r

)]
, (5.33)

cuya solución para una apertura infinitamente pequeña está dada por

vz = − Q

4πDP z
exp

(
− r2

4DP z

)
. (5.34)
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Figura 5.4. Las lı́neas delimitan las zonas de descarga, calculadas a partir de la Ec. 5.35, para

diferentes cantidades de material extraı́do, Qt = 75, 210, 390, 580, expresadas en unidades de

D2
P , donde DP = 1 esta en unidades arbitrarias.

Tal como en el caso anterior, las lı́neas de corriente tienen forma parabólica, z = cr2 con lo

cual la ecuación que nos permite determinar la forma de la zona de descarga se escribe como

2πDP exp

(
r2
0

4DP z0

)
= Qt, (5.35)

donde Q representa la razón de flujo volumétrico. En este caso, la altura máxima zmax
0 y el

radio máximo rmax
0 , están dados por

zmax
0 =

(
Qt

2πDP

)1/2

(5.36)

rmax
0 = 2

√
8DP z∗0 , (5.37)

donde
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z∗0 =

[
exp(−2)

Qt

2πDP

]1/2

. (5.38)

En la Fig. 5.4 se muestra el lı́mite de la zona de descarga para diferentes valores de la cantidad

de material extraı́do Qt. Se puede observar que a medida que aumenta la cantidad de material

extraı́do la forma de la zona de descarga comienza a elongarse.

Figura 5.5. Zona de extracción para un agujero aislado de tamaño finito para los parámetros:

coeficiente de difusión DP = 0,5, radio de la apertura b = 2, radio del contenedor a = 20b

y altura máxima de la zona de descarga zmax/b = 15, 22, 31, 39. Todas las cantidades están

expresadas en unidades arbitrarias.

A continuación se determinará el efecto que produce una apertura de tamaño finito, situación

que reviste mayor interés debido a su potencial aplicación a situaciones reales. En este caso,

la forma general de la distribución de velocidad vertical se escribe como

vz =
∑

n

2v0

(βnb)J2
0 (βna)

exp(−β2
nDP z)J1(βnb)J0(βnr), (5.39)
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donde DP es el coeficiente de difusión, a es el radio del contenedor, b es el radio de la apertura,

J0 y J1 son las funciones de Bessel de primera clase de orden 0 y 1 y βna son los ceros de

J1, ver Cap. 8 en Ref. [2]. Las lı́neas de corriente se calculan numéricamente, integrando las

componentes de la velocidad, mediante el método de Runge-Kutta de cuarto orden. En la Fig.

5.5 se puede ver la zona de extracción para distintas valores de la altura máxima, el efecto

del tamaño finito de la apertura se observa claramente en la parte inferior del contenedor,

esto es, cerca de la salida. Por otro lado, el ancho máximo está dado aproximadamente por

wmax
0 ∼ 2(b +

√
DP zmax

0 ).

5.5. Zona de descarga para varias aperturas

Se ha determinado la forma de la zona de descarga para una apertura aislada. A con-

tinuación, se verá como es afectada esta zona cuando existe una segunda apertura cercana.

Dos situaciones importantes son las que se pueden distinguir aquı́, las cuales están determi-

nadas por la estrategia empleada en la extracción del mineral. En algunas ocasiones es útil

conocer la forma de la zona de descarga que se obtiene al extraer, en forma continua, material

de ambas aperturas simultáneamente. Es mucho más frecuente, sin embargo, la extracción en

forma alternada, es decir, en una apertura y luego en la apertura más cercana. Este proceso

puede ser fácilmente generalizado al caso de n aperturas. En primer lugar, será estudiado el

caso de la extracción simultánea, para luego abordar la extracción alternada en dos aperturas.

5.5.1. Extracción simultánea por dos aperturas

Considerando como marco de referencia el modelo cinemático, el cual es una apro-

ximación lineal al flujo global, se tiene que el flujo debido a un número finito de aperturas

viene dado por la superposición de los flujos individuales. En términos del campo de veloci-

dad, esto se traduce en

~v =
∑
~Li

~vQ0i
(~x− ~Li), (5.40)

donde ~vQ0i
es el campo de velocidad producido por una apertura aislada, con un flujo total

dado por Q0i en la apertura i-ésima. Este resultado puede ser de gran utilidad en las apli-

FRANCISCO VIVANCO A.



FLUJOS EN MEDIOS GRANULARES SECOS 95

caciones mineras, puesto que sólo es necesario conocer el flujo producido por una apertura

aislada para reconstruir el flujo en múltiples aperturas, teniendo cuidado de manejar de ma-

nera apropiada las condiciones de borde impuestas en la base del sistema. Por simplicidad se

calculará, en la aproximación cinemática, las lı́neas de corriente y la zona de descarga utili-

zando dos aperturas infinitamente pequeñas separadas una distancia dada. Supongamos que

ambas aperturas se ubican a igual distancia del origen y que la distancia de separación entre

ambas es 2L, entonces, la velocidad vertical se escribe de la siguiente forma

vy = − Q√
4πDP y

[
exp

(
−(x− L)2

4DP y

)
+ exp

(
−(x + L)2

4DP y

)]
, (5.41)

donde se ha considerado que el flujo volumétrico Q es idéntico en ambas aperturas. Emplean-

do la ecuación para las lı́neas de corriente se obtiene

dx

dy
=

1

2y

[
x− L tanh

(
xL

2DP y

)]
. (5.42)

Claramente, el término de interacción, debido a la proximidad de las aperturas, está conteni-

do en la tangente hiperbólica. Obtener una solución analı́tica para las lı́neas de corriente es

muy difı́cil en este caso. Sin embargo, en el lı́mite x ∼ ±L e y suficientemente pequeño, como

para saturar el valor de la tangente hiperbólica a ±1, las lı́neas de corriente se aproximan

a parábolas centradas en cada apertura. Mientras que, en la región de más alta interacción

x ∼ 0 y xL/2DP y � 1, la ecuación para las lı́neas de corriente se transforma en

dx

dy
=

1

2y

[
x− xL2

2DP y

]
, (5.43)

cuya solución está dada por

cx2 = y exp

(
L2

2DP y

)
. (5.44)

FRANCISCO VIVANCO A.



FLUJOS EN MEDIOS GRANULARES SECOS 96

Figura 5.6. Forma de la zona de extracción para diferentes volúmenes de extracción, para una

distancia de separación L = 2 y un coeficiente de difusión DP = 0,5 (izquierda) y DP =

1,0 (derecha), ambos expresados en unidades arbitrarias. Las alturas máximas son ymax/L =

0,5, 2,5, 10, 25,4.

Al igual que antes, c es una constante que identifica las distintas lı́neas de corriente. Esta

solución aproximada nos indica que, en la región de interacción, las lı́neas de corriente son

prácticamente paralelas al eje vertical. Además, la transición de parábolas a lı́neas rectas ver-

ticales ocurre a una distancia vertical dada por y‖ ∼ L2/2DP . Los resultados obtenidos, me-

diante la aproximación antes mencionada, nos permiten tener una idea del comportamiento

de las lı́neas de corriente. Desafortunadamente, no es posible expresarlas en una forma al-

gebraica cerrada, lo que dificulta la obtención de la zona de descarga. Nuevamente, se debe

determinar en forma numérica, tanto las lı́neas de corriente como la zona de descarga. Esta

vez, el algoritmo consiste en integrar el campo de velocidades desde alguna altura conocida

hasta la base del sistema, utilizando el método de Runge-Kutta de cuarto orden. Luego, se

calcula la posición de los puntos que conforman el lı́mite de la zona de descarga siguiendo

la trayectoria de las partı́culas desde el punto final hacia el punto de inicio durante un tiem-

po dado. En otras palabras, el proceso corresponde a invertir el tiempo y la velocidad en las

ecuaciones del campo de velocidad. En la Fig. 5.6 se muestran varias zonas de descarga para
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distintos volúmenes de extracción. Para volúmenes de extracción pequeños se tiene una zona

de descarga bien definida en cada una de las aperturas, es decir, las zonas no interactúan. A

medida que aumenta el volumen extraı́do estas zona comienzan a acercarse hasta que se to-

can. Si el volumen continua aumentando se genera una zona de flujo casi vertical alrededor

de x = 0. La distancia vertical en la que la interacción se vuelve dominante está dada aproxi-

madamente por yint ∼ L2/2DP . Por otro lado, si el tamaño de la apertura es finito una nueva

escala aparecerá. Se puede anticipar que, la región de interacción será importante a distancias

verticales dadas por yint ∼ (L −D)2/2DP , donde D es el tamaño de la apertura. Experimen-

tos realizados en una configuración bidimensional [102], muestran que, para el caso en que

el sistema de partı́culas no está compactado, el principio de superposición entrega buenos

resultados cuantitativos, tanto para el flujo como para la zona de descarga. La generalización

de la zona de descarga, para aperturas finitas en tres dimensiones es directa, aunque debe

tenerse en cuenta que la determinación de esta zona debe ser realizada numéricamente.

5.5.2. Extracción alternada por dos aperturas

A diferencia de la extracción simultánea, en el caso de la extracción alternada, la de-

terminación de la forma de la zona de descarga se dificulta, debido a que no corresponde a

la superposición de las zonas de descarga aislada producidas por cada una de las aperturas.

Para ilustrar las caracterı́sticas principales de la zona de descarga, producida por una extrac-

ción alternada, será considerado un flujo radial y el comportamiento angular del modelo de

Bergmark-Roos en tres dimensiones. Supongamos que las aperturas están ubicadas a lo largo

del eje y separadas una distancia L, en las posiciones 0 y L, ver el esquema que se muestra

en la Fig. 5.7. Las aperturas son circulares de radio rD sin θG, donde rD es la distancia medida

desde el origen de coordenadas, relativo a cada orificio, hasta el borde de la apertura y θG es el

máximo ángulo permitido para el flujo de material. Sean ~r0 y ~rL los vectores que representan

la posición de las partı́culas con respecto al sistema de coordenadas propio de cada agujero.

Entonces, se tiene que r2
0 = x2 + y2 + z2, r2

L = x2 + (y − L)2 + z2, cos θ0 = z/r0 y cos θL = z/rL.

Ası́, las zonas de descarga aisladas pueden ser escritas como

idr0 = rD + (rmax − rD)

(
cos θ0 − cos θG

1− cos θG

)
(5.45)
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Figura 5.7. Forma de la zona de descarga luego de una extracción alternada. Inicialmente, las

partı́culas son extraı́das desde el agujero izquierdo y posteriormente, desde el derecho. La

lı́nea sólida oblicua cuya inclinación θG genera un cono de revolución centrado en x = 0 de-

limita la región de interacción. Los parámetros son la altura máxima de la zona de extracción

aislada rmax = 10, el máximo ángulo permitido para el desplazamiento θG = 35◦, el radio de

cada apertura rD sin θG = 1 y la distancia de separación entre los agujeros L = 5. Todas las

distancias están expresadas en unidades de longitud arbitrarias.

idrL = rD + (rmax − rD)

(
cos θL − cos θG

1− cos θG

)
. (5.46)

Ahora, supongamos que se extrae material durante un tiempo t0 desde el agujero ubicado en

y = 0, esto define la forma de la primera zona de descarga aislada y su altura máxima rmax(t0).

Esto significa que, todas las partı́culas ubicadas dentro de la región determinada por idr0(t0)

cruza la apertura en y = 0. El movimiento de estas partı́culas influencia el entorno, de forma

tal que, partı́culas situadas más lejos, se trasladan hasta la zona de descarga inicial, durante

este tiempo. Luego, se extrae material desde el otro agujero, y = L, durante un tiempo tL.

Nuevamente, se tiene que las partı́culas situadas al interior de la región definida por idrL(tL)

cruzarán la apertura ubicada en y = L. En consecuencia, la zona de descarga global después
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de una extracción alternada, que involucra ambos agujeros, quedará definida por la posición

inicial de todas las partı́culas que hayan cruzado alguno de estos dos agujeros. Esto se reduce

a calcular la posición inicial de todas las partı́culas que, después de un tiempo t0, se ubican

en la frontera de la zona de descarga aislada centrada en y = 0 y cuyo volumen de extracción

está definido por tL. De esta forma, se tiene

idrL→0(tL) = r0(t0)− (rmax(t0)− rD)

(
cos θ0 − cos θG

1− cos θG

)
, (5.47)

donde idrL→0(tL) representa la forma de la zona de descarga centrada en y = L expresada

en las coordenadas centradas en y = 0. En términos geométricos, la fórmula 5.47 se puede

interpretar como la frontera de la zona de descarga con origen en y = L desplazada con

respecto a y = 0 en la dirección radial, una distancia equivalente a (rmax(t0) − rD)((cos θ0 −

cos θG)/(1− cos θG)).

Análogamente, se tiene para el caso del modelo de plasticidad la siguiente expresión

para la zona de descarga de interacción

idr3
L→0(tL) = r3

0(t0)− 3r2
DV0t0(cos θ0 − cos θG). (5.48)

El procedimiento para calcular la forma de la zona de descarga total, para tiempos de extrac-

ción iguales tL = t0, se ilustra en la Fig. 5.7. Nótese que, para ángulos θ0 ≥ θG la frontera

de la zona de descarga de interacción coincide con las correspondientes zonas de descarga

aislada, puesto que el primer flujo no afecta estas regiones. Por otra parte, la curva gruesa re-

presenta la zona de descarga aislada que, efectivamente, se ve afectada por el flujo inicial. En

la Fig. 5.8, se muestran las predicciones obtenidas desde la Ec. 5.48 para distintas distancias

de separación L. Cuando la distancia de separación es levemente mayor que el ancho de la

zona de descarga aislada, se observa que no existe interacción entre las zonas de descarga de

ambos agujeros, entonces, la frontera queda definida por ambas zonas de descarga aisladas.

En cambio, al reducir la distancia de separación, se observa que, aparece una forma no trivial

para la zona de interacción. Ası́, a través de este modelo, la zona de descarga de interacción

aparecerá sólo si alguna porción de la zona de descarga aislada, centrada en y = L, se ubica en

la sección angular determinada por la lı́nea recta de la Fig. 5.7, en donde tuvo lugar el primer

flujo. Se debe mencionar que, la distancia de separación para la cual no existe interacción,
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entre ambas zonas de descarga, depende del volumen de extracción o, equivalentemente, del

tiempo empleado en la extracción. Esto significa que, si se considera un tiempo lo suficien-

temente grande, es posible que las zonas interactúen aún cuando éstas se encuentren muy

separadas.

Figura 5.8. Forma de la zona de extracción en modo alternado, para diferentes distancias de

separación, L = 3, 6, 9. Los parámetros son rmax = 10, rD = 1 y θG = 35◦. Todas las distancias

están expresadas en unidades de longitud arbitrarias. La zona de descarga resultante deja de

tener simetrı́a de revolución.
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5.6. Conclusiones

Las zonas de descarga, determinadas mediante flujos radiales, son insensibles al mo-

delo utilizado para predecir el flujo, siempre que la dependencia angular sea introducida en

forma correcta. El modelo cinemático es apropiado para predecir el flujo y la zona de descar-

ga cuando el sistema no está en un estado compactado, sino más bien suelto. Por otro lado,

gracias a la linealidad del modelo cinemático, es posible aplicarlo a los casos de extracción si-

multánea de mineral a través de múltiples aperturas. Ası́, los resultados obtenidos serı́an muy

útiles a la hora de optimizar la recuperación del mineral. En general, para el caso de extrac-

ción simultánea de material, cuando los flujos no son lineales, se puede realizar un análisis

simple suponiendo que, en primera aproximación, es válido el principio de superposición de

flujos. De esta forma, la suma de los campos de velocidad, debido a cada apertura aislada,

puede ser considerado como una solución del flujo general. En el caso que no exista una ecua-

ción que describa el flujo general, es posible corregir esta primera aproximación sumándole

una perturbación. Se debe recordar que, sólo se ha utilizado sistemas con geometrı́a simple,

dejando de lado los sistemas de mayor complejidad, como los que se encuentran en la prácti-

ca. Por último, es posible caracterizar completamente todo tipo de formas para la zona de

descarga, encontradas mediante complejos procedimientos de extracción, ya sea simultáneos

o alternados, a través de la caracterización del flujo por una apertura aislada. La información

necesaria para validar estos resultados, puede ser obtenida mediante experimentos modelo

o bien a través de observaciones detalladas en la mina.
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CONCLUSIONES GENERALES Y PERSPECTIVAS

Los medios granulares han sido estudiados durante mucho tiempo, y sin embargo,

aún presentan desafı́os muy difı́ciles para el conocimiento cientı́fico. La mayorı́a de la difi-

cultades encontradas en el estudio de estos materiales, radica en el comportamiento comple-

jo que ellos presentan. Tal como se ha podido apreciar a lo largo de este trabajo, gran parte

del comportamiento observado en los medios granulares, se debe a la interacción entre los

granos que los componen y a la estructura interna que ellos forman. Por ejemplo, la red de

contactos formada al interior de un sistema que fluye, por efecto de la gravedad, es capaz de

controlar el flujo de salida, actuando como un mecanismo de disipación. También, la red de

contactos es responsable del ascenso discontinuo de los granos de mayor tamaño, observado

en la segregación por tamaño, en un sistema granular sometido a vibración. Por otro lado,

el carácter discreto de la estructura interna de los medios granulares, hace que las teorı́as

continuas sólo puedan representar, parcialmente, algunas propiedades observadas en los ex-

perimentos. Es importante destacar, en este punto, que las simulaciones numéricas han sido

un gran aporte en la profundización acerca del comportamiento de los medios granulares. Tal

como se ha visto en el Cap. 4, las simulaciones han sido capaces de capturar la mayor parte

de los fenómenos encontrados en la segregación. Además, a diferencia de los experimentos,

las simulaciones permiten el acceso a todas las propiedades del sistema, lo que permite ob-

tener información no disponible en los experimentos. Sin embargo, es necesario validar los

resultados numéricos, mediante la contrastación con los experimentos, para asegurar que las

predicciones obtenidas desde las simulaciones tengan un fundamento apropiado. Desde el

punto de vista práctico, muchos son los problemas que se pueden encontrar en diferentes

procesos industriales. Uno de estos problemas, es la determinación de la zona de descarga

aislada, presente en los procesos de extracción mediante la excavación por bloques, utilizada

en la minerı́a subterránea. Como hemos visto, los modelos empleados en la determinación de

esta zona no tienen un fundamento fı́sico apropiado. Por otro lado, los modelos presentados
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en este trabajo, que sı́ tienen un comportamiento fı́sico apropiado, son capaces de reproducir

las zonas de descarga aislada, encontradas en experimentos en sistemas cuasi bidimensiona-

les. En consecuencia, el uso de estos modelos nos permitirı́a comprender de mejor manera

como se distribuye el material al interior de las minas.

Muchos son los aspectos relacionados con los sistemas granulares presentados aquı́,

que pueden ser considerados en futuros trabajos de investigación. Entre estos podemos men-

cionar, la extensión de los experimentos del reloj a flujos lentos controlados, considerando el

efecto de la rugosidad, la caracterización de la estructura interna de este sistema, mediante el

empleo de métodos fotoelásticos combinados con la teorı́a de la elasticidad, la extensión del

estudio, mediante simulaciones numéricas, a sistemas con paredes de geometrı́a diferente a

la empleada en este trabajo e incluir dentro de las simulaciones el efecto de la forma de la

partı́culas. Respecto de la segregación por tamaño, una posible extensión, es el estudio en

detalle del efecto producido por el tamaño del contenedor. También, se debe considerar la

extensión a tres dimensiones del algoritmo para la dinámica de contactos, y su aplicación a

los problemas de flujo en un reloj y segregación por tamaño. Con respecto a las aplicaciones

en minerı́a, se debe considerar, dentro de trabajos futuros, la incorporación de efectos como

la dilatación, en los modelos utilizados en la determinación de la zona de descarga aislada.

Otra posible extensión de este caso es, la generalización a n aperturas para una extracción al-

ternada. Considerar, también, la distribución de aperturas en dos dimensiones, de manera de

reproducir la geometrı́a encontrada en las minas. Y, además, tomar en cuenta distribuciones

de coeficientes de difusión, para modelar la existencia de distintas clases de granos.
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[20] R. M. Nedderman, U. Tüzün, S. B. Savage, and G. T. Houlsby. The flow of granular

materials−i. Chemical Engineering Science, 37, 11, pp. 1597–1609, 1982.
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APÉNDICE A: ECUACIONES DE TRANSFERENCIA

El detalle de la obtención de las ecuaciones de transferencia utilizadas en el método de

la dinámica de contactos, ver Sec. 2.2.3, es presentado en este apéndice.

Supongamos que, las partı́culas i y j están en contacto entre sı́ y además, que inter-

actúan con otras partı́culas, tal como se muestra en la Fig. A.1.

Figura A.1. Sistema de partı́culas con múltiples contactos.

Proyectando las ecuaciones de conservación para el momentum lineal de las partı́culas i y j

en la dirección n̂ij , se tiene

mi(v
n+
i − vn−

i ) = Rn
ij +

∑
k 6=j

(
~Rn

ik + ~Rt
ik

)
· n̂ij (A.1)

mj(v
n+
j − vn−

j ) = −Rn
ij +

∑
l 6=i

(
~Rn

jl + ~Rt
jl

)
· n̂ij. (A.2)
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Restando ambas ecuaciones se obtiene

(vn+
i − vn−

i )− (vn+
j − vn−

j ) =

(
1

mi

+
1

mj

)
Nij +

1

mi

∑
k 6=j

(
~Rn

ik + ~Rt
ik

)
· n̂ij

− 1

mj

∑
l 6=i

(
~Rn

jl + ~Rt
jl

)
· n̂ij. (A.3)

Luego, introduciendo las velocidades 2.1 y 2.2

vn
i =

1

1 + ρn

vn+
i +

ρn

1 + ρn

vn−
i (A.4)

vt
i =

1

1 + ρt

vt+
i +

ρt

1 + ρt

vt−
i , (A.5)

y despejando Rn
ij se tiene

Rn
ij = mn

ij(1 + ρn)vn
ij + An

ij, (A.6)

donde

1

mn
ij

≡ 1

mi

+
1

mj

(A.7)

vn
ij ≡ vn

i − vn
j (A.8)

An
ij ≡ Kn

ij − (1 + ρn)vn−
ij (A.9)

Kn
ij ≡ −

mn
ij

mi

∑
k 6=j

(
~Rn

ik + ~Rt
ik

)
· n̂ij +

mn
ij

mj

∑
l 6=i

(
~Rn

jl + ~Rt
jl

)
· n̂ij. (A.10)

Procediendo de manera análoga, esta vez proyectando el momentum lineal y el angular en la

dirección t̂ij se tiene

(vt+
i − vt−

i − riωi) =
1

mi

Rt
ij +

1

mi

∑
k 6=j

(
~Rn

ik + ~Rt
ik

)
· t̂ij

+
r2
i

Ii

Rt
ij +

1

Ii

∑
k 6=j

r2
i
~Rt

ik · t̂ij (A.11)

(vt+
j − vt−

j + rjωj) = − 1

mj

Rt
ij +

1

mj

∑
l 6=i

(
~Rn

jl + ~Rt
jl

)
· t̂ij

+
r2
j

Ij

Rt
ij +

1

Ij

∑
l 6=i

r2
i
~Rt

jl · t̂ij. (A.12)
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Introduciendo las Ecs. 2.1 y 2.2 y despejando Rt
ij se obtiene

Rt
ij = mt

ij(1 + ρt)v
t
ij + At

ij, (A.13)

donde

1

mt
ij

≡ 1

mi

+
1

mj

+
r2
i

Ii

+
r2
j

Ii

(A.14)

vt
ij ≡ vt

i − vt
j − (riωi + rjωj) (A.15)

ω ≡ ω+ − ω− (A.16)

At
ij ≡ Kt

ij −mt
ij(1 + ρt)v

t−
ij (A.17)

Kt
ij ≡ −

mt
ij

mi

∑
k 6=j

(
~Rn

ik + ~Rt
ik

)
· t̂ij

+
∑
l 6=i

(
~Rn

jl + ~Rt
jl

)
· t̂ij

+
r2
i

Ii

∑
k 6=j

Sik +
r2
j

Ij

∑
l 6=i

Sjl (A.18)

Sik ≡ −mt
ijR

t
ik (A.19)

Sjl ≡ −mt
ijR

t
jl. (A.20)
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APÉNDICE B: MODELO CINEMÁTICO

La forma usual de predecir, teóricamente, la distribución de velocidades en los medios

granulares, es por medio de la teorı́a de plasticidad. Esto implica obtener, en primer lugar, la

distribución de esfuerzos en el material en estado estático y, a través de ésta, la distribución de

velocidades. Sin embargo, los análisis de esfuerzos realizados sobre material granular, en silos

convergentes, muestran que estos campos presentan una gran cantidad de discontinuidades,

las que no se ven reflejadas en el comportamiento de los campos de velocidades obtenidos en

forma experimental. Claramente, es casi imposible la obtención de un campo de velocidades

continuo a partir de un campo de esfuerzos discontinuo. Con el fin de evitar este problema, se

han introducido algunos modelos basados en procesos estocásticos, obteniéndose el campo

de velocidades en forma independiente del campo de esfuerzos, ver por ejemplo [103, 104].

Por otro lado, Nedderman y Tüzün [31] han propuesto un modelo alternativo, conocido co-

mo modelo cinemático, que al igual que los anteriores, determina el campo de velocidades en

forma independiente del campo de esfuerzos y que, además, no hace referencia a procesos

estocásticos. Este modelo supone que, las partı́culas ubicadas en la proximidad de la apertu-

ra caen libremente y que el espacio dejado por éstas, es ocupado por las partı́culas situadas

en la capa inmediatamente superior, repitiéndose este proceso capa por capa hasta alcanzar

la altura del sistema. Con esto, el modelo supone que, el deslizamiento de las partı́culas es

provocado sólo por el peso de éstas, sin verse afectado por los gradientes de los esfuerzos.

Bajo estas suposiciones, es claro que, el deslizamiento tenderá a producirse en la dirección

de las partı́culas que caen más rápidamente. Entonces, es factible suponer que la velocidad

horizontal ~u, es una función del gradiente horizontal de la velocidad vertical ~v. Con esto, se

tiene que, en dos dimensiones, la forma más simple para la velocidad u está dada por

u = −D
∂v

∂x
(B.1)
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donde D es una constante denominada constante cinemática. Considerando que, los cambios

en la densidad, producto del proceso de deslizamiento de las partı́culas, son pequeños, se

puede suponer que el sistema es incompresible. En consecuencia, introduciendo B.1 en la

ecuación de continuidad

∂u

∂x
+

∂v

∂x
= 0, (B.2)

se obtiene

∂v

∂y
= D

∂2v

∂x2
. (B.3)

De esta forma, la velocidad vertical u, está determinada por una ecuación de difusión y su for-

ma especı́fica dependerá de las condiciones de borde e inicial. Trabajos recientes han confir-

mado la predicción de las lı́neas de corriente obtenidas con el modelo cinemático [31,42,101],

bajo condiciones de flujo estacionario y material dilatado. En cambio, si el material se en-

cuentra compactado, el modelo deja de describir correctamente el sistema [105], debido a la

dilatación que se produce en la superficie donde se genera la ruptura del material, cuando

éste comienza a fluir. El frente de dilatación generado se propaga hacia arriba, aumentando

el error en la determinación del desplazamiento de las partı́culas predicho por este mode-

lo [102, 106]. Siendo, este efecto, más grande mientras mayor es la altura.
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